Cours Euler 3éme année 3 mai 2023

Corrigé A du test 5 : Intégration.

Exercice 1 (4 + 6 + 4 + 6 = 20 pts)
Calculer toutes les primitives des fonctions suivantes

452
a) f(@)= (@ +a°)Va = 2% +ai = Flo)=ga2 + @

Nj©o

4 2
+c = gm\/f+§x4\/a?+c, ceR

b) Onpose t=x—-5 & z=t+5=p(t) = ¢(t)=1

2 2 2 1 9
/ ’ dx:/(t+5) dt — Wdt:/thwt%mm%dt:
z—5 Vit Vit
25 20 P 20
gt5+§t%+50t%+c: gﬁ+§¢t§+5oﬁ+c, ceER
2 20
Ainsi, F(x) = g(w—5)2\/a:—5+g(a;—5)\/w—5+50\/m—5+c, ceR

Autre changement de variable possible :

t=vVr -5 & x=t2+5=0p(t) = (t)=2t

2 (t? +5)? 1 10
dr = [~———2tdt = 2 [t*+10t24-25dt = 2 (45 — 3 25t> R
/T—E)x / r /+ + 5+3 + +c, c€
2 20
Ainsi, F(x) = 5(:U—5)2\/x—5+E(x—5)\/x—5+50\/x—5+c, ceR
1 1 1
c) f(z)=

228z 441 (z—4)2—16+41 (z—4)2+25

1 1 1
. o _ _ / _ )N _ _
Onposet=2—-—4 & z=t+4=0(t) = ¢'(t)=1dou f(t)_t2+25_25 P +1

1 t 1 4
F(t) = — -5 arctan (5) +c et F(x)= 5 arctan (:1;5) +ec, ceR

25
) flz) = 302 -3z +2  3a?-3z+2 a +bm+c a(@? 4 1)+ (br+c)(z — 1)
3 —x24+z-1 (-1 (x2+1) x-1 22+1 (x—1)(22+1)
ax® 4+ a+ bx? —bx + cx — ¢ a+bz?+ (c—bz+ (a—-c
. : IRV G R VIt RPN
(x—=1)(2241) (r—1)(z2+1)
a+b = 3 |1 2 = 2 a = 1
Il faut donc que c—b = 3|1 & c—b = -3 & b =

a—c = 2 1 a—Cc = 2 C = —]_

/3x2—3x+2 dx_/ LS S
(x—1)(22+1) -1 2241 2241 B

In|z — 1| +In(2* + 1) —arctanz + ¢ = In|(z —1)(2® + 1)| —arctanz + ¢, c€R
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Exercice 2 (4 +4 + 4 + 6 + 4 = 22 pts)
Calculer les intégrales suivantes

3 3
203 — 32+ — 1 11 11?
a) i e dz = [ 22 -3+ —— s dz = {$2—3$—|—1n(x)+} =
x? x xly
1 1

1 4
9—9—|—ln(3)+§—1+3—1n(1)—1 = §+ln3

2 2

1 1 1 2

b)/ bz + 10 2/ S +15 dr=22v1+ 5z + 422 =4-(3vV3-1)
) \/1—1—5x+4x2 ) V1 + 5z + 422 0

1 1 T
c)t-?x@x—?t:dm—?dt r=0& t=0 et = ﬁ@)t 5

11 3 x

1 1 2
;3 . _ 304 . L PR By S
/sm (Tx) - cos(Tzx) dz /sm (t) - cos(t) - dt {28 sin t} 5
0 0

ml—‘

E

d) z =+V1lsint = doe=+I1lcostdt =0 < t=0 et z=
ViT
2

%
/\/11—;102 de = /\/11—1lsin2t~\/11cost dt = 11/ 1 —sin?t - cost dt =
0

[ .
2t 1 2t in(2t)] 6
cos?t dt = 11/cos tdt = 1/COS()+dt: 11{+sm()}b = 11 1+§
2 4 12 8
0

o
eSS = Il

o

= o
—_
S~ o

1
e)u:§:>u’25 vV=e" => v=c¢
n
/ ezdm:[f-e] —/-exda::{x e? — = e“] In3—-1-0+- = 1In3— -
3 3 0 3 3 3 0 3 3
0 0
Exercice 3 (1 + 7 = 8 pts)
a) On calcule f(1) =g¢(1) =1.
1 5
b) g(z) =—-2+-=0 & =5 dou
4 4
8 V| 3 478 1 5 1°
o [t [ (i) = [ [ 3] -
D /1353:6 /1 4$+ T 49531 895 +4 X
3 4 4 5 52 1 5 3 25 —50—1+10 45 37
S88 —18)+ — — —— — - 42 = T2t = —_2="=
&)t ty = g )+ 8 4 4
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Exercice 4 (5 pts)

Montrer que la longueur de la courbe de la fonction f(x) = sinx sur Uintervalle [O; %} se situe dans

T 72

l'i lle | —; — |.

Interva e[ TR 1
G

f'(x) =cosz = L:/\/l—i—cosQ(x)da:
0

3
Or, £:cosI < cosx < cos0=1Vze [0; %} et donc— \/1 < /1 + cos?(x

VT /{ ijdm<o/ﬁmxgﬁ”6ﬁ

N

&

B

2.
e

Exercice 5 (5 + 3 = 8 pts)

a) Théoréme de la moyenne.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Il existe alors un élément ¢ de [a, b] tel que

b
/ f(@)dz = £(e) - (b—a).

Démonstration : Soit m le minimum de la fonction f sur [a,b] et M son maximum.

Comme m < f(x) < M pour tout z, on a que

m(ba):/abmdxg/abf(x)dasg/abde:M(ba).

. Jy f()dz .
Ainsi, la valeur h = abi est comprise entre m et M.
—a

Comme f est continue, par le Théoréme de la valeur intermédiaire, il existe un nombre ¢ €]a, b|
tel que f(c) = h. D’ou le résultat.

b) Théoréme fondamental du calcul intégral :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et G une primitive de f sur [a,b]. Alors

b
/ F@)dz = G(b) — Gla).

Exercice 6 (5 + 2 = 7 pts)

a) f impaire sur R < f(—x) = —f(x) Vo € R et le graphe de f a l'origine pour centre de symétrie.

0 t
Ainsi, Vt € Ry, / f(x)de = —/ f(x) dx et pour toute primitive F' de f, on a
—t

0
F(0)— F(—-t) = / f(z)dx / f(z —F(t) + F(0), c’est-a-dire F'(—t) = F(t).
—t
. . : sin(—z) sin(z)
b) f est cont t sur R R, f(—z)= _ ),
) f est continue et impaire sur R car Vo € R, f(—x) CoPtl . 24l f(zx)
Alinsi, toutes ses primitives F' sont paires et / :chn—(i—xi dr =F(a)— F(—a)=0



