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Algeébre linéaire avancée Il
printemps 2023

Série 10 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+)
Soit Ae C™™, Pe C™ ™, D e RT*", et Q € C" ™ telles que

A=PDQ

est une décomposition en valeurs singuliéres de A. Montrer que A* = Q*DT P* est une
décomposition en valeurs singuliéres de A*.

Solution. En correspondance avec la définition de la décomposition en valeurs sin-
guliéres, il s’agit d’abord de montrer que Q* et P* sont unitaires. L’exercice 7 de
la série 5 nous permet de vérifier cela simplement.

De plus, A* est réelle si1 et seulement st A est réelle. Dans ce cas, Q* et P*
sont également réelles, ce qui conclut.

Exercice 2. Considérer 1’ensemble de points

= {lo) (5)(5) Gy e

Trouver un sous-espace de dimension 1 H < R? atteignant

D := 1 dist(a, H)?
dim(H)=1

et déterminer D.
Solution. Soit A la matrice dont les lignes sont les points de M, 1.e.

0
-1
—4
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Par le Théoréme 8.20 du cours, nous devons trouver une décomposition ATA =
U diag(A1, A2)UT, et la colonne de U correspondant d la valeur propre la plus grande
engendrera le sous-espace voulu. Ainsi, on diagonalise ATA:

r, (2 —20
AA_(—zo 26>

det(ATA — AI) = (26 — X)? — 400
= (A — 46)() — 6)

S LE R

Donc le sous-espace H = {t(fl)| t € R} est le sous-espace voulu et la valeur D est

D= Y dist(a,H) = >_ |la|* - ; <aT <_11>>2 — 52 — 46 = 6.

acEM aEM

Exercice 3.

1. Pour les matrices P € R™*" et Q € R™ ¢, soit p; la i-¢me colonne de P, et ¢7 la
1-eéme ligne de ¢). Montrer que

PQ=> piql.
1=1

2. Soit A € R™*4 une matrice avec décomposition en valeurs singulieres A = PDQ,

avec r valeurs singulieres o4,...,0,, r < d. Montrer qu'on a
r
_ T
A= Z gipig; -
i=1

3. Conclure que I'on peut représenter A comme
A= URV" Ue Rmxr’ Re R'rxr, Ve Rrxd’

ou la matrice U est composée des premiéres r colonnes de P, V est composée
des premiéres r lignes de @), et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singulieres sur sa diagonale.

Solution.

1. Soit M;; la matrice telle que (M;;);; = 1, et (M;;)s: = 0 st (s,t) # (4,7). Alors,
on peut réécrire prgr = >, >, Parqr; M5, et donc

YookGy = D> > Pielrs M
P PR
=200 Pades M
i 5k

————
(PQ)s5

=22 (PQ); M
— PO.
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2. On défimit Q' = DQ, c’est-a-dire que l’on multiplie les lignes de Q par les
valeurs singuliéres : ¢7 = o;qF. Ainsi,

A=PDQ=PQ =) pg" => omig] =) oipq;,
=1 1=1 =1
ou la derniere égalité suit du fait que o, = 0 pour 1 > r.

3. Dans la partie (2) on a vu qu’en fait il suffit de constdérer les premiéres
r colonnes de P et les premiéres r lignes de Q'. Il ne reste qu’d observer
gqu’on obtient les premiéres r lignes de Q', si l’on multiplie la sous-matrice
des premaeres r lignes de @ par une matrice diagonale r X r avec les valeurs
singuliéres sur la diagonale.

Exercice 4. Montrer Lemme 5.3 du polycopié:
On consideére le systéme suivant

Xll(? - allxl(? At a1an(§)
) - anxi(t) +- -+ anXa(?) (1)

X (t) = amuxi(t) + -+ aunXa(t)

ou les a;; € R. Montrer que '’ensemble 2~ = {x: x est une solution du systéme (1)}
est un espace vectoriel sur R.

Solution. Soient x,y : R = R" avec x,y € &, a € R, et A= (a;;)1<ij<n la matrice

de systéme (1). Car x € 2, on a Lx(t) = Ax(t), et le méme pour y. Donc,

it ay)t) = Sx(t) + oy
= Ax(t) + aAy(t)
= A(x(t) + ay(t).

Alors, Z  est complété sous addition et multiplication par un scalaire. Les autres
propriétés resultant car 2 est une sous-ensemble de l’espace des fonctions differ-
entielles R — R".

Exercice 5. Soit A € R™*". Montrer que 2e4* = Ae.

Solution. Par définition, on a

1 1 1
e =T+ At+ —tPA+ B A . AT
2! 3! n!



Alors

1 1 1
At 2 2 A3 n—1 An
— e =0+ A+ —20A%+ —3tPA% . 4 = At 4 .-
te 0 2!t 3!325 !nt

1 1 1
=0+ A+ —tA*+ A+ ... A
LR T TR T *

—A(I+At+lt2A2+lt3A3+~~+it"A"+~-)

N 2! 3! n!

= Aet.
On peut ausst voir que:
d d S tA X gAY ® ttAE > 1A

eAt (Z ) ey ] - ey Z - = A _— = A —_— = AeAt.

dt dt s 7! j=1 7! =1 (] - 1)! j=1 (] - 1)! =0 (.7)!

Exercice 6. Soient A, B, P € C™*" telles que P est inversible et A = P~'BP. Montrer
que e = P leBP.

Solution. Par définition,

Or, comme PP™1 =1, on a

A* = (P 'BP)*= P '!BPP 'BP..-P 'BP = P 'B*P,

k fois

donc
_ 1ok _ p-1 S _ p-1.B
_kz::OHP B*P=P <kz::0k'B P=P - e°P

ot on peut échanger l’ordre de multiplication et d’addition car la somme converge.

Exercice 7. Montrer que e4*? = e#ef si A, B € C**" commutent.

Solution.

etB = Z (A+ B)n f: . Z ( >Aan k Z Z kl(n — k)lAan_k =

n=0 k=0n==k

RN | km_oolkooim_AB
_,Z%,;Ok!m!AB = LA 2 BT = eten

k=0 m=0

Exercice 8. (*) (examen 2016)
Soient ay,...,a, € R™. Pour z € R" et v € S® !, on considére la droite L, ,, définie
par
L,,={z+X-v]|X€R}=2z+span{v}.

Soit d(a;, L, ,) la distance de a; & L,, pour : = 1,...,m.
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(i) Supposons que 327, a; = 0. Montrer que 37, d(a;, L, ,)* > 21, d(a;, Lo )? pour
tout z € R™.

(ii) Conclure que, étant donnés des points a;,...,an,, on peut trouver un z € R™ et
v € S™1 tels que

Z d(a'ia Lz,'u)2 S Z d(a’ia Lz’,u’)21
=1 1=1
pour tout 2’ € R™ et v’ € S™~'. En particulier :

(a) Donner une formule pour z.

(b) Décrire la matrice A telle qu'un vecteur propre normalisé de AT A associé a
la valeur propre la plus grande est une solution pour v.

Solution. En classe.



