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Exercice 1.

We note that F, = Z/26Z, see Theorem 4.4.17 (7). Let o € F3;. Then ord(e) € {1,2,13,26}.
As a # 1,—1, it follows that ord(a) € {13,26}. If ord(a) = 13, then (—a)!® = —1 and so
ord(—a) = 26.

Exercice 2. 1. Par le Corollaire 4.4.22, F,» contient un et un seul sous-corps isomorphe a F,»
pour n divisant 7. Si Fps est I'un d’eux, alors les corps intermédiaires de I’extension F,s C Fpr
sont les F,n ou s divise n et n divise 7.

2. Les sous-corps de Fig, en vertu du premier point, sont Fo et Fy, et ils forment une chaine.
Donc Fa(a) = Fyg si et seulement si a ¢ Fy. Par le Théoréme 4.2.17 on a

F}, =~ Z/15Z, F} =7/3Z

et F} C Fij est un sous-groupe. Un élément 0 # a € Fy¢ vérifie Fo(a) = Fig si et seulement si
son image dans Fi; n’est pas contenue dans ce sous-groupe. D'un autre coté, il y a ¢(15) = 8
éléments qui générent Fiy, ot ¢ est la fonction de comptage d’Euler. Remarquons aussi qu’un
élément contenu dans le sous-groupe Fj ne saurait générer le groupe Fig. Il y a ainsi

[Fiel — [Fy|—(15) =15-3 -8 =4
élements 0 # a € Fyg tels que Fa(a) = Fig et (a) # F1X6~

3. L’argument est semblable a celui du point précédent. Les sous-corps de Fa sont F, C F 2, et

on a F,(a) = Fpu si et seulement si a ¢ F,2. Par le Théoréme 4.2.17 on a

FX =Z/(p" = 1)Z, Fp =Z/(p* 1)L

Notons E := {0 # a € Fig | (a) = F}5}. Alors |E| = ¢(p* — 1). Remarquons aussi que E et
IF;Q sont des sous-ensembles disjoints de IB‘;4. Ainsi
{0#a€Fy [Fpla) = By et (a) #FSH = |2/ = DZ\ (BUF)
= p'=1-0"-1) ' -1)
= p' =0’ — o' - 1).

Exercice 3. 1. Notons ¢ := pgdc(f, - x). Comme f est irréductible, on a ¢ = 1 ou ¢ = f.
On va montrer que ¢ = 1 n’est pas possible. Puisque f est irréductible de degré d, le quotient
Fp[t]/(f(t)) est un corps de degré d sur F,. En particulier il contient p? éléments. Par le
Théoréme 3.4.17, on obtient un isomorphisme

¢: Fp[t]/(f(t)) = Fpa

qui se restreint & I’égalité sur F), (puisqu'’il envoie 1 vers 1). Ainsi 'isomorphisme

@ (Fplt)/(f))[x] = Fpala]
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induit par ¢ fait commuter le diagramme

On en conclut que 'extension I, C F ¢ contient une racine de ®(f) = f € F)[z]. Notons a €

. 2 N N . . d
F,a cette racine. Par le Théoreme 4.2.17 & nouveau, « est aussi une racine de ¥ —z € Fp[z].

Donc = — « divise a la fois [ et 2P" — x dans Fpa[z]. Cela implique que (f, - z) C (r—a)
dans I'anneau Fa[z].

Si ¢ = 1, alors par Bézout il existerait a,b € Fp[z] tels que af—i—b(avpd —x) = 1. Cette relation
serait encore vraie dans le plus gros anneau F,e[z]. Or on vient d’établir que (f, a? — ) C

(z — a) dans Fe[z], c’est donc une contradiction. Ainsi ¢ = f, d’ou f divise o — 1.

2. Le Théoréme 4.2.17 nous indique que 2" — 2 se scinde sur Fpa. Or f divise zP" — x, donc
(par unicité de la décomposition en facteurs premiers) le polynoéme f se scinde sur .

3. Puisque f se scinde sur Fq et divise a?" — x dans Fa[z], il suffit de montrer que ' —zna
pas de racines multiples dans Fja. Or le Théoréme 4.2.17 implique que

2#" — 1z est divisible par H (r —a) dans Fufz].
OtE]de

En comparant les degrés et les coefficients dominants, on voit qu’il y a en fait égalité entre
d . -
ces deux polyndémes. Donc zP — x n’a pas de racine multiple.

4. Par le second point, f et g se scindent sur Fq. S’ils ont une racine § en commun dans F 4,
alors 'idéal (f,g) C (v — ) n’est pas égal & Fa[r]. Mais si pgdc(f,g) = 1 dans Fy[z], alors
par Bézout on obtient comme dans le premier point que (f, g) = F,a[x]. Donc pgde(f,g) # 1.
Comme f et g sont irréductibles, on en déduit que f = g modulo une unité (c’est-a-dire
modulo multiplication par un scalaire de F}’).

5. Le premier point montre que 2P — x est divisible par tous les polynomes irréductibles de
degré d. La preuve du Corollaire 4.4.22 montre que zP° — z divise P pour tous les s
divisant d. Donc

H ho divise 2P — 1.

h unitaire irréd.
dans Fp[z]

deg h divise d
Il reste & montrer qu’il n’existe pas d’autre polynoéme irréductible divisant 2?" — x. Soit g un
polynéme irréductible dont le degré ne divise pas d. Si g divise b — x, alors g se scinde sur
Fpa, et donc Fy[z]/(g) s’identifie & un sous-corps de Fpa, c’est-a-dire & un Fps ou s divise d.
Mais dans ce cas
deg g = [Fp[z]/(g) : Fp] = [Fps : Fp] =5

divise d, ce qui est une contradiction. On a donc ’égalité désirée.
Exercice 4.

Cette solution est adaptée de 'article Counting Irreducible Polynomials over Finite Fields Using the
Inclusion-Exclusion Principle de S.K.Chebolu et J. Minac, dans Math. Mag. 84 (2011) 369-371.



1. On a vu dans I’Exercice 3 que tout polynome f irréductible de degré d se scinde sur Fa.
On a vu dans le méme exercice que f n’a pas de racines doubles, et que deux polyndémes
unitaires irréductibles de méme degré n’ont pas de racines en commun. Si fi,..., fn, sont
les polynomes unitaires irréductibles de degré d et Ry, C Fq les ensembles de racines, on a
donc montré que

|Rfi|:d et RfiﬂRfj:(DSii#j.

Ainsi on obtient
dNg = ‘Rfl -t Rde|.

Il reste a déterminer quels éléments de F,a sont des racines de polynomes irréductibles de
degré d. Remarquons que si a € Fja est une racine de f;, alors

Fp(a) = Fplt]/(fi(1))

et en prenant les degrés sur ), on obtient [Fy(a) : Fp] = d. Donc Fy(a) = F,e. Ainsi si a est
une racine de f;, il n’appartient & aucun sous-corps strict L C F 4. Inversément, supposons
que a € F s n’appartienne & aucun sous-corps strict. Par le Théoréme 4.2.17, a est racine de

'~z e [F,[z], donc de 'un de ses facteurs irréductibles de degré e. Alors [F,(a) : F] = e,
et si e < d on obtient Fy(a) & Fpa, ce qui est une contradiction avec le choix de de a. En
définitive nous avons montré que

RpU---URp, =Fu\ [J L

LGF a
ou L parcourt les sous-corps stricts de Fq.

2. Le probléme pour tirer une formule générale du point précédent est que les sous-corps L
ne sont pas tous inclus les uns dans les autres, et que leurs intersections sont non-triviales.
Pour les petites valeurs de d, il est cependant facile passer en revue les sous-corps et leurs
intersections. Nous utilisons sans plus y faire référence le Corollaire 4.4.22.

(a) d = 2. Le seul sous-corps strict de 2 est I,,. Donc

(b) d = 3. Le seul sous-corps strict de I3 est [F,. Donc

p—-D

Naq =
3 3

(c) d=4. Les sous-corps stricts de F1 sont F,, C F2. Donc

(e) d=6. Le premier cas non-trivial. Les sous-corps stricts sont
Fp2 D) Fp C Fp;a.

Ainsi
”Fpﬁ \ (sz UFp3)| = |]Fp6| — |1Fp2’ — |Fp3| + ‘sz O}Fps‘.



L’intersection Fp2 N3 est un corps fini de caractéristique p, donc un corps de la forme
Fps ot s divise & la fois 2 et 3. Donc s = 1 et le cardinal de l'intersection vaut p. Il
s’ensuit que

P —pP—pP+p

= : _

3. Observez que le Corollaire 4.4.22 permet d’écrire explicitement le réseau de sous-corps de
n’importe quel corps fini. Puisque Fpa/m NF ja/m est un sous-corps a la fois de Fpa/m, de Fpa/m
et de Fq, on utilise le Corollaire 4.4.22 pour indentifier cette intersection. Elle est donnée
par s, ot s est le plus grand entier qui divise & la fois d/n et d/m. Puisque n et m sont
premiers entre eux, en considérant la décomposition de d en facteurs premiers on voit que

Ng

s =d/nm.

4. Passons au cas général. Dans la formule établie au premier point, on peut évidemment prendre
I"union sur ’ensemble des sous-corps stricts L qui sont maximaux. Par le Corollaire 4.4.22,
ces sous-corps sont donnés par

n
Fj:= de/s ; avecd = H s jj la décomposition en nombres premiers.
Jj=1

Ecrivons F}, . j, := F;; N---NF} . En utilisant le point précédent par induction sur ¢, on voit
que |Fj,. 5| = p¥i%t. La formule d’inclusion-exclusion nous donne alors

dNgq = ’de|_ UFJ
j=1

n

= p =0T YT R

t=1 J1<<jt
n
= pd—Z(—l)t—H Z pd/sjl"'sjt
t=1 J1<<ji
n
B SR e
=0 J1<<Jt

oil on pose p%%i1%t = p@ pour ¢ = 0. Considérons maintenant un entier r divisant d. On a

n d n
k; )
r:”s-J avec 0 < kj <i;, donc — =
J T
j=1 j=1

ij—k;
[

Par la définition de la fonction de Mdbius, on obtient

i 0 si kj <i; — 2 pour au moins un j,
7 (r) =<1 siVj: k;j >1i; — 1 avec inégalité pour un nombre pair de j,
—1 siVj: kj >i; — 1 avec inégalité pour un nombre impair de j.

Il s’ensuit que
. d
1\t d/sj, 55 _ “ r
S 3 g =Su(f)
t=0 J1<<git rld
ce qui conclut ’exercice.
Exercice 5. 1. By corollary 4.4.22 we know that for every j K;;1 contains a subfield isomorphic

to K;. We can then considered the induced inclusion homomorphism ¢; : K; — Kjiq for
every j > 1.



2. Recall that if K & K N Ko &% .. is an infinite sequence of fields with injectiv homomor-
phisms between each K; and K;1. Then the direct limit is given by

lim K — LLienKi /- 2 = 15-10...04(x) et 1s_1 0...0(x) = x pour chaque entier
% vt s>r, et x € K,

- x = x pour chaque z € K,

is a field with sum given by [z] + [y] and product given by [z] - [y] for x € K, and y € K are
defined as follows: if s > r, then [z] = [ts—1 o ... 0 t(z)] which means that we can suppose
s = r, and thus we define

(a) [a] + [yl = [z + ]
(b) [z] - [y] =[x - 9]

It is clear that the unit and zero element are given by the inclusion of each the zero and unit
element in each field. And since each Kj is a field the sum and multiplication defined as above
endow the direct limit with a ring structure. It is also not difficult to see that each element
[z] € | ];cn K has an inverse, since x € K, for some n € N

Moreover the inclusion Ko < | |;cy K gives us an embedding Ko — hﬂKz
i

3. Note that F, C K. Moreover each extension K; C Kjy1 is a finite extension therefore it is
an algebraic extension. Thus we have that each K is algebraic over F,. We then have that
K is algebraic over I, because each of its element lives in one of the Kj.

4. Let g be a polynomial in K[t]. Since g has a finite sum of coefficients, then there exists n € N
such that g € K,[t]. Let a be a root of g, then K,, C K, («) is a finite extension of degree r,
for some r € N. Therefore K, («) is a field with p™ elements. Hence K,(«) is also a finite
field containing F},. Then we have that K, (o) = K,,. So the root « is also an element of K
since o € K, C K. Thus K is the algebraic closure of F,,.



