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Série 11

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. Trouver e*4 pour chacune des matrices suivantes :
a) (+) A= <g 2), ouz,y € C.

b) Une matrice A € C**" qui satisfait 4% = A.
Exercice 2. Soit A € C™*™. Trouver l'inverse de e4.

Exercice 3. Question ouverte 2022.
Considérons 1’équation différentielle de second ordre ol A > 0 et u € C?(R).

(1)

u’ 4+ du =0,
u(0) = a et u'(0) = B.

1. Reformuler le probléme en une équation en dimension 2 de la forme z' = Az,

2(0) = (g) ;

2. Calculer e’ et en déduire la solution u du probléme initial (1).

) _ (-1)*, 2k . _ (~1)* _2k+1
Formules : cos(z) = kzzjo e s sin(z) = 1;2:0 et L

Exercice 4. Soit A € C**", et J sa forme normale de Jordan.
Montrer que les valeurs propres de e’ sont de la forme e*, o1 ) est une valeur propre
de J. Montrer que les multiplicités algébriques de e* et A sont égales et en déduire que

det(e?) = e,
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Exercice 5. Soit A= | 2 1 —1]| € R®3, Soit T : R® — R? I'application linéaire
—6 -5 -3
associée A cette matrice A. Trouver des sous-espaces Vi,V, C R3? qui satisfont les
conditions du Lemme 5.20, c’est-a-dire R® =V, @ Vs, T(V;) C V; et Ty, = N; + A1, ou
N;: V; — V; est nilpotente, pour 2 = 1, 2.

Exercice 6. Soit T': V' — V un endomorphisme et soit V1, ..., V, une décomposition de V'

telleque V=Vi®---® Vi, T(V;) C V; et Tiy, = N;+ A\, o N; : V; — V; est nilpotente
et les valeurs {\;}%_, sont distinctes. Montrez que :

a) V; = ker(T — \;I)* pour un entier a; tel que N;* = 0. (Indice pour linclusion

D : les polynémes (z — A;)* et (z — ;)% sont premiers entre eux lorsque % # j).

b) Les Aq,..., A\x sont des valeurs propres de 7.

¢) Le polynéme f(z) = [1*_,(z— ;)% annule T'. (Indice : montrer que f(T)(v) =0
pour tout v € V en utilisant la décomposition de V et le premier point).

d) En déduire que I’ensemble {\y,..., Ay} contient toutes les valeurs propres de T
(Indice : si v # 0 est un vecteur propre de T de valeur propre A, exprimer
f(T)(v) en fonction de f, A, et v).

e) Conclure que les valeurs sur la diagonale de n’importe quelle forme normale de
Jordan de T constituent ’ensemble des valeurs propres de T'.

Exercice 7. Soit M € C™*™ une matrice formée par des blocs de Jordan ayant chacun la
méme valeur A sur la diagonale. Montrer que

a) Le polyndéme caractéristique de M est py(t) = (A — ).

b) Le polynéme minimal de J est m;(t) = (t — A\)¥, oll k est la taille du plus gros
bloc de Jordan.

En déduire, a ’aide de 1’exercice précédent, que le polynéme minimal d’une matrice
générale est [17_, (t— )™, si et seulement si la taille du plus gros bloc de Jordan associé
a la valeur A; est k; pour tout 2 =1,...,7.

Exercice 8. (*) Soit A € C™*" et soient J une forme normale de Jordan de A, P la
matrice de passage associée (A = PJP™!).

1. Soient By, ..., By ’ensemble des blocs de J associés a une méme valeur propre A.
Montrer que dimIm(J — AI) =n — k.

2. En déduire que le nombre de blocs de J associés a une valeur propre A est égal a
sa multiplicité géométrique dimker(A — AI).

3. Montrer que si A est diagonalisable, chaque bloc de Jordan est de taille 1 et la
décomposition A = PJP~! est exactement sa diagonalisation.



