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Série 12

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Synth�ese des r�esultats sur la forme normale de Jordan.
Soit A 2 Cn�n une matrice et J 2 Cn�n sa forme normale de Jordan. Appelons un

bloc de Jordan ayant � sur sa diagonale un bloc associ�e �a �. Alors

1. Les blocs de J sont associ�es aux valeurs propres de A.

2. La somme des tailles des blocs associ�es �a la même valeur � est �egale �a la multi-
plicit�e alg�ebrique de �.

3. Le nombre de blocs associ�es �a la même valeur � est �egal �a la multiplicit�e g�eom�etrique
de �.

4. La taille du plus gros bloc de Jordan associ�e �a � est �egale �a la multiplicit�e de �
dans le polynôme minimal de A.

5. La forme normale de Jordan est unique �a ordre des blocs pr�es.

Exercice 2. Soit A 2 Cn�n. Montrer, �a l'aide de l'exercice pr�ec�edent, que A est diag-
onalisable si et seulement si son polynôme minimal n'admet que des racines simples
(c'est-�a-dire leur multiplicit�e est 1).

En d�eduire que si A 2 Cn�n v�eri�e A3 = A, alors A est diagonalisable.

Exercice 3. Relire et compl�eter la preuve du th�eor�eme de Jordan.

1. Montrer que les orbites de

x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; x`

engendrent encore V . (cf. d�emonstration du th�eor�eme de Jordan pour leur
d�e�nition).
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2. Pourquoi applique-t-on N �a la combinaison lin�eaire autant de fois que possible
? Si k � 2, trouver �a quoi ressemble la combinaison lin�eaire et le vecteur y0 qui
remplace xi si on applique N seulement k� 1 fois. Argumenter, dans ce cas, que
y0 a une dur�ee de vie inf�erieure �a y, mais que les orbites ne g�en�erent pas forc�ement
le même espace.

3. Montrer que si m = minj2J mj � 1 = 0, et donc qu'aucun progr�es n'est r�ealis�e
dans le cas 2, le cas 1 s'applique : il existe un i tel que Nxi = 0, et tel que le
coe�cient devant xi dans la combinaison lin�eaire est non nul.

Exercice 4. Donner la forme normale de Jordan J de la matrice

A =

0
B@

9 4 5
�4 0 �3
�6 �4 �2

1
CA :

Exercice 5. Le but de cet exercice est de montrer l'unicit�e de la forme normale de Jordan.
1. Consid�erons d'abord un bloc de Jordan B 2 Rn�n associ�e �a la valeur propre �.

Montrer que, pour tout m 2 N,
rang(B � �I)m = maxfn�m; 0g:

2. Consid�erons �a pr�esent une matrice J construite �a partir de blocs de tailles
n1 > n2 > � � � > nk et associ�es �a la même valeur propre �. Soit mi le nombre de blocs
de taille ni. Montrer que

rang(J � �I)m =
kX
i=1

mimaxfni �m; 0g: (1)

3. Montrer que si A and B sont semblables, alors rang((A � �I)m) = rang((B �
�I)m). D�eduire que si A and B sont semblables, et que si leur seule valeur propre est
�, alors leurs formes normales de Jordan sont identiques �a ordre des blocs pr�es.

Indice : �evaluer (1) en m = n1; n1 � 1; n2; n2 � 1; : : : .
4. En consid�erant chaque valeur propre une �a une, conclure de l'unicit�e de la forme

normale de Jordan �a ordre des blocs pr�es.

Exercice 6. D�eterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

a) Si J est la forme normale de Jordan pour une matrice A, J2 est la forme normale
de Jordan pour A2.

b) Si A et B sont deux matrices 2 Cn�n, les matrices AB et BA ont les mêmes
formes normales de Jordan.

Exercice 7. Soit A 2 Cn�n telle qu'il existe un m 2 N v�eri�ant Am = I. Montrer que A
est inversible, expliciter ses valeurs propres, et en d�eduire que Tr(A�1) = Tr(A).

Exercice 8. (*) Soit A 2 Cn�n inversible. Montrer que A est diagonalisable si et seule-
ment si Am est diagonalisable pour un certain m 2 N�.

Donner un contre-exemple lorsque A n'est pas inversible.
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