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Série 13

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+)
Soit A 2 Cn�n. Posons le polynôme minimal de A le polynôme de degr�e minimal

de C[x] n f0g unitaire et qui annule A.

1. Montrer qu'il existe et qu'il est bien unique.

2. Montrer qu'il divise tout polynôme annulant A et donc, en particulier, le polynôme
caract�eristique de A.

Exercice 2. Soit B 2 Zn�n telle que B = (b1; : : : ; bn) et det(B) 6= 0. Posons � =
Q

n

i=1
kbik

det(B)
.

Montrer que si v = Bx, x 2 Znnf0g est un vecteur le plus court de Im Z(B) = B �Zn,
alors kxk1 � �.

Indice : la r�egle de Cramer stipule que la solution du syst�eme Bx = v v�eri�e
xi =

det(Bi)
det(B)

, o�u Bi est la matrice carr�ee form�ee en rempla�cant la i-i�eme colonne de B
par v.

Exercice 3. Soit V = F3
3 muni de la forme bilin�eaire standard. SoitW = spanf(1; 1; 1)Tg.

i) Montrer que W �W?.

ii) Montrer qu'il existe 0 6= u 2 V n (W +W?).

Cela montre que pour une forme bilin�eaire non-d�eg�en�er�ee, on a pas n�ecessairement
W �W? = V .

Exercice 4. Question ouverte 2022.
Soit F un corps et f 2 F [x] de degr�e n � 1. Montrer la proposition suivante.

f est irrr�eductible sur F si et seulement s'il n'existe aucune paire de polynômes
(p; q) 2 F [x]� F [x] non nuls v�eri�ant deg(p) < n, deg(q) < n, et f jpq.
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Exercice 5. Soientm points (xi; yi), i = 1; : : : ;m dans R2. Cherchons le meilleur polyôme
de degr�e d approximant ces points (d < m).

f� = arg min
deg(f)=d

mX
i=1

jf(xi)� yij
2:

1. Rappeler la forme de la matrice de Vandermonde V 2 Rm�(d+1) associ�ee aux
valeurs x1; : : : ; xm.

2. R�e�ecrire le probl�eme en un probl�eme des moindres carr�es du type

x� = arg min
x2Rd+1

kV x� yk22 :

3. Trouver la meilleur droite approximant les points (0; 0); (1;�1); (2; 3), et (�1; 1).

Exercice 6. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que la d�ecomposition du th�eor�eme
spectral A = PDP �, o�u P est unitaire, implique que

A =
X
�

�P�;

o�u P� est la projection sur l'espace propre E� et la somme est prise sur toutes les valeurs
propres distinctes de A.

Exercice 7. Soit T : C12 ! C12 un endormorphisme admettant pour polynômes car-
act�eristique et minimal

pcar;T (x) = (x� 6)4(x+ 3)6x2; pmin;T (x) = (x� 6)2(x+ 3)3x:

Montrer qu'il n'existe que 6 tels endormorphismes �a conjugaison par isomorphisme pr�es
(� � f � ��1 sont consid�er�es comme la même application pour � un automorphisme de
C12)

Exercice 8. Calculer les polynômes caract�eristique et minimal de la matrice suivante :

A =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0 108
1 0 0 0 0 0 0 �324
0 1 0 0 0 0 0 279
0 0 1 0 0 0 0 22
0 0 0 1 0 0 0 �115
0 0 0 0 1 0 0 16
0 0 0 0 0 1 0 17
0 0 0 0 0 0 1 �2

1
CCCCCCCCCCCCCA

dont les valeurs propres sont 1; 2;�3. En d�eduire sa forme normale de Jordan.
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