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Série 13 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. (+)
Soit A € C™*". Posons le polynéme minimal de A le polynéme de degré minimal
de C[z] \ {0} unitaire et qui annule A.

1. Montrer qu'’il existe et qu’il est bien unique.

2. Montrer qu'’il divise tout polyndéme annulant A et donc, en particulier, le polynéme
caractéristique de A.

Solution. 1. Le théoréme de Cayley-Hamilton implique que Deora(A) =0 et donc
que le polynéme minimal existe. Soient deux polynémes minimauz p et q de
A. En particulier, ils sont unitaires, de méme degré, et annulent A. Deés
lors, p — q est de degré strictement inférieur et annule également A. Il doit
donc étre le polydome nul, et donc p = q, ce qui montre l’'unicité

2. S0il DPmin,a le polyndme minimal de A et f un polynéme quelconque annulant
A. La diwvision euclidienne de f par pmin,a donne

f — pmin,Aq + T,

ot deg(r) < deg(Pmin,a)- OT, en évaluant en A, on trouve r(A) =0, et donc
que r doit étre le polynéme nul, par minimalité de ppin 4.

Exercice 2. Soit B € Z"*" telle que B = (by,...,b,) et det(B)# 0. Posons a = l_gftzg’;”.
Montrer que si v = Bz, ¢ € Z™\{0} est un vecteur le plus court de Im 5(B) = B-Z",
alors ||z|| , < a.
Indice : la régle de Cramer stipule que la solution du systéme Bz = v vérifie
T; = det(Bi) oy B; est la matrice carrée formée en remplagant la :-iéme colonne de B

det(B) ?
par v.




Solution. L’inégalité de Hadamard permet de conclure : |z;| < ﬁ(B) ||v[| [T, ||Bs]]-
Comme v est supposé court, on a forcément ||v|| < ||Be;|| = ||bs||, et le résultat
suit.

Exercice 3. Soit V = I} muni de la forme bilinéaire standard. Soit W = span{(1,1,1)7}.
i) Montrer que W C W+.
i1) Montrer qu’il existe 0 £ u € V \ (W + WH).

Cela montre que pour une forme bilinéaire non-dégénérée, on a pas nécessairement
WeWt=V.

Solution. i) W =4{(0,0,0)7,(1,1,1)7,(2,2,2)T}.
a b
<a , b>:3abEO mod 3,
a b

alors (w,w') = 0 pour tout w,w' e W, W C W+.
11) Observons que
WL:{vng\v1+v2—i—v3£O modS},

car {(a,a,a)?, (vi,vs,v3)) = a(vy + vo + v3) et donc vy + v +v3 =0 mod 3
pour a # 0. Ainsi (1,1,00T ¢ Wt =W + W' d’apreés la partie 7).

Exercice 4. Question ouverte 2022.
Soit F' un corps et f € F[z] de degré n > 1. Montrer la proposition suivante.

f est irrréductible sur F' si et seulement s’il n’existe aucune paire de polyndémes
(p,q) € F[z] x F[z] non nuls vérifiant deg(p) < n, deg(q) < n, et f|pg.

Solution. —
Par contraposition, supposons qu’il existe une paire (p,q) € F|z] x F[z] telle que
deg(p) < m, deg(q) <n, et flpg.

Remargquons que les conditions sur les degrés et le fait que f divise pg im-
pliquent que p est soit nul, soit non constant. Choisissons un polynéme p de
degré minimal mais non nul pour cette propriété et montrons que p divise f.

Par division euclidienne, f = ps+r, ot deg(r) < deg(p). En multipliant par q,
on trouve

ar = qf — (pg)s.
f dwise donc le produit gr. Or comme le r est de degré inférieur a celui de p et p
a €té choist non nul de degré minimal, le reste r doit étre nul. Il suit que p divise
f et n’est pas constant, et donc que f est réductible.

—

Montrons a nouveau la contraposée. Supposons que f soit réductible. Il existe
donc un couple (p,q) de degrés chacun au moins 1 tels que f = pq. L’égalité
deg(p) + deg(q) = n donne deg(p) < n et deg(q) < n, et la condition f|pg est
trivialement vérifie.



Exercice 5. Soient m points (z;,¥;), % = 1,..., m dans R?. Cherchons le meilleur polyéme
de degré d approximant ces points (d < m).

* : = 2
= arg min ;) — il
fr=ag min 1@ - ul
1. Rappeler la forme de la matrice de Vandermonde V &€ R™*(4+1) associée aux
valeurs zq,...,Zpy.

2. Réécrire le probléme en un probleme des moindres carrés du type

* : . 2
7" =arg min [[Vz —yl;.

3. Trouver la meilleur droite approximant les points (0, 0), (1, —1), (2,3), et (—1,1).

1 z, ... zf
Solution. 1. PosonsV =
1l z,, ... T

2. 81 f(z) =oag+ -+ aqz?, on ait

o7y}
o'
f(fE,,) = (1 T; ... $¢j> .1 ,
o7
pour chaque 1 =1,...,m.
Par suite, nous avous posé V de telle sorte que le vecteur Va—y admet pour
coordonnées f(z;) —vy;,,t=1,...,m, et

Z |f(zi) — yi|2 =||Va - y||§

=1

Résoudre le probleme tnitial pour f revient donc a résoudre le probléme des
moindres carrés ci-dessus pour les coefficients a € R4 de f.

3. Dans ce cas, la matrice V et le vecteur y prennent la forme

1 0 0
1 1 1
V=11 o | ¥=13
1 -1 1

On résoud le systéme par exemple en résolvant VIVa = VTy, qui est équivalent

42\ (3
2 6 S \4/-
Finalement, on obtient o = % G), et donc f(z) = %a: +

1
3

3



Exercice 6. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que la décomposition du théoréme
spectral A = PDP*, ou P est unitaire, implique que

A=S)AP,
A

ol P, est la projection sur I’espace propre E, et la somme est prise sur toutes les valeurs
propres distinctes de A.

Solution. On se rappelle que les colonnes de P sont des vecteurs propres de A :

P = (pl pn>.
Deés lors, la décomposition A = PDP* s’exprime de la fagon suivante.

A1 2 n
A:P:<p1 pn> C =D hpip).
) \pr)
Posons désormais A une valeurs propre de A et pi,...,pr les vecteurs propres

orthonormaux associés.
Ces vecteurs forment une base orthonormale de l’espace propre E\. Comme
vu en cours, la projection orthogonal d’un vecteur quelconque v sur E, est

k

Py(v) =>_ (v, p) ps,

=1

ot (u,v) = uTy est le produit scalaire usuel. Attention donc & l’ordre de v et p;
dans l’expression ci-dessus, car le produit scalaire est hermaitien, et non symétrique
1C1.

Par suite, comme (v,p;) = (p;,v) = piv, on obtient

Py(v) = (zpp) y

ce qui permet de conclure que Py = > Dip;, et que A= Y AP

Ppi associé @ A A distincts

Exercice 7. Soit T : C*? — C!? un endormorphisme admettant pour polynémes car-
actéristique et minimal

pcar,T(m) = (:B - 6)4(1; + 3)62:2’ pmin,T(m) = (fB - 6)2(13 + 3)3512

Montrer qu'’il n’existe que 6 tels endormorphismes a conjugaison par isomorphisme pres
(¢ o f o' sont considérés comme la méme application pour ¢ un automorphisme de
C12)

Solution. Il s’agit ict de compter le nombre de formes normales de Jordan possibles,
sans compter les permutations entre blocs.



Les blocs associés a la valeur 6 vérifient que : la somme de leurs tailles est 4
; le plus gros bloc est de taille 2. Les deuz seules possibilités pour les tailles des
blocs sont donc 4 =2+2et4=2+1+1.

Stmalairement, les trois possibilités pour 3 sont : 6 =3+1+141,6=3+2+1,
et 6 =3+ 3.

Il n’y a qu’une possibilité d’agencement des blocs associés 4 0 (2 =1+1), et
donc le nombre de formes normales de Jordan différentes est 2 x 3 x 1 = 6.

Exercice 8. Calculer les polyndmes caractéristique et minimal matrice suivante :

108
—324
279
22
—115
16
17
-2

OO OO O+ O
[eNelNelNeoll ool
OO O, OOOoO
O R O OO OO
— O OO OO Oo

OO O, OO0OO0oOOo
= O OO OO oo

0 00 00

dont les valeurs propres sont 1,2, —3. En déduire sa forme normale de Jordan.

Solution. En développant par la derniére colonne, le polynéme caractéristique py
de A est

pa(A) = A%+ 207 — 17A% — 16X° + 115X* — 22)0% — 27972 + 324X — 108.

Des divisions successives par A — 1 donnent le produit pa(A) = (A — 1)3(A° + 5% —
5A3 — 45)2 + 108), et de nouvelles divisions par A + 3 et A — 2 donnent pa()) =
(A—=1)3(A+3)3(A—2)2. Par conséquent, les valeurs 1,2, et —3 ont pour multiplicité
algébrique 3,2 et 3 respectivement.

Pour connaitre la décomposition de Jordan et le polynéme minimal, il s’agit
d’abord de calculer la multiplicité géométrique de chaque valeur. Or on remarque
immédiatement que rang(A — AXI) = 7 pour A = 1,2,-3, et donc que les mul-
tiplicités géométriques sont toutes 1. La forme de Jordan est donc composée
de trois blocs diagonauz, chacun associé a une des valeurs propres. De plus, le
polyndme manimal est égal au polyndme caractéristique.

11000 0 0 O
01100 O O O
00100 O 0 O

J— 00021 0 o0 O
~|00002 0 0 O
0000O0 -3 1 O
00000 O0O -3 1
000O0O0B O O -3



