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FIGURE 1 — Concavité du logarithme
Soient z; > 0, x5 > 0et 0 < o < 1. Et soit z = awxy + (1 — @) 22 un point de I’intervalle
[..'13'1, .ng] .
La concavité du logarithme signifie que le point de coordonnées (, y) sur la corde joignant
(x1,log(z1)) a (z2,log(zs)) est en dessous du point image (z,log(x)) (voir figure 1) :
y < log(x).
Or, par linéarité : y = oy + (1 — ) yo = alog(z1) + (1 — «) log(z2). Donc :

alog(z1) + (1 — @) log(z2) < log(azy + (1 — @) x)

La concavité du logarithme se traduit donc ainsi :

Vo, >0, Vo, >0, Va: 0 <a <1, alog(z)+(1—a) log(zs) < log(azi+(1—a)zs)

1



Montrons qu’elle se généralise en :

P(n) Vo1 >0, -+, Vo, >0, Vp1,...,pp: 0<p; < 1; Zpizl

=1
sz log(z;) < log (Z pm)

P(1) est triviale :
Vo > 0, log(zq) < log(xy)

P(2) a été établie plus haut (poser v = p; et donc 1 — @ = py).
Montrons que P(2) et P(n — 1) impliquent P(n).

Soient z; > 0, ..., z, > 0etpy,....,p,telsque 0 < p; < let Zpi =1.
i=1
n—1
Posons a = Zpi. Ducoupp, =1-—q.
i=1
Si a = 0, tous les p; sont nuls sauf p,, et P(n) devient triviale : log(x,,) < log(z,).

n—1 n—1

Pour a # 0, posons X = — szl'@ (c-a-d. o X = Z]oZ x;). Noter que X > 0.

=1

n—1 n—1

Posons également p; = p; /. Notez que Z po=1(tX = Z Pl ;).
=1 1=1

Alors :
n n—1
> “pilog(w:) =Y pilog(x;) + (1 — a) log(a,)
i=1 i=1

=a Zpé log(z:) + (1 — @) log(zn)

Puis par P(n — 1) appliqué aux p; sur le premier terme (il faut que les coeffients somment
al):

-1

Zpl log(z;) < alog( Zp’ (1 — ) log(z,)

=1 =1
< alog(X) + (1 — «) log(z,)
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et par P(2) :

alog(X) + (1 — «a) log(x,) <log (aX + (1 — a)x,)
< log (szﬂﬁz)

QED.



