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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 9A

Echauffement.

i) On a la fonction G: Ry x [0, 7] x [0,27] — R? avec

G(p,0,p) =

ou

(Gl(p7 97 QD), GQ(p’ 0’ 90)7 G3(p’ 9’ 80))7

= Gi(p,0, ) = psin(f) cos(p),
y = Ga(p,0,¢) = psin(0) sin(yp),
z = Gs(p,0,¢) = pcos(h).

Cette fonction est surjective mais pas injective.

i1) On vérifie par un calcul direct que % + y* + 2% = p?. Ainsi les points (z,y, 2) sont bien sur
la sphere de rayon p.

iii) On restreint G(p, 6, ) a I'ensemble ouvert D = R% x]0,m[x]0, 27r[. Sur cet ensemble G est
injective et

G: D — R\ {(z,0,2) € R®: 2 > 0}

est bijective. La matrice jacobienne de G est

0G4 0G4 0G4
a—p(f%e,@) 2 P9 %) %(0,9780)
oG oG oG
Ja(p.0,9) = a—pz(p,ﬁ,w) 3—92(/),9,90) a—;(pﬁw)
G G G
a—p(f%@»%@) 5 P9 %) w(ﬂﬂ;@)
sin(f) cos(p) pcos(f) cos(p) —psin(f)sin(p)
= | sin(f) sin(p) pcos(f)sin(e) psin(f) cos(p)
cos(0) —psin(h) 0

i) On vérifie que det(Jg) est

det(Jg) = p* (sin’® §sin® ¢ + cos® §sin 6 cos® ¢ + cos” 0 sin fsin® ¢ + sin® § cos® p)
= p?sind.

Exercice 1.
On se contente de vérifier la formule proposée plutot que la retrouver parce que les calculs sont
moins longs. On remarque d’abord que la formule donnée est équivalente a
0’F
sin(6)? 9p?

OF  , 0°F

or L OF cos(@)@_i_@QF 1
ap 7 92 902

2 —
Al =2p sin(f) 06

(1)

1



et donc on va exprimer les éléments qui apparaissent a droite de (1) en fonction des dérivées
partielles de F' par rapport a x, y et z. Comme F' = F o G avec G comme a 1’Exercice 5, il
faut dériver en chaine. Pour simplifier on utilise la notation courte pour les composantes de

Ja(p,0,¢), c-a~d. on écrit 8”” " pour ‘93%, % pour BGQ etc.
Pour p on a:

OF OQF 0z OF 9y OF 9z OF OF , OF
9~ o5 9 + — 95 9 - 99 or sin(6) cos(p) + o sin(6) sin(p) + P cos(6)
0*’F 0 (OF , o (OFY\ . , o (OF
a7 " op (%) - sin(0) cos(yp) + o (a_y) -sin(0) sin(yp) + a (%) - cos(0)
O*F 8x+ O*F 8y+ O*F 0z in(0) cos(e) +
— 022 dp  Oydxr dp  0z0x ap ® cosl¥
O*F Ox 82_F@+ O*F 0z in(0) sin(e0) +
axﬁy (?p oy dp  0z0y 8,0 i S
O*F (996 O*F 0y  0°F 0z
— + —— = | cos(6)
dxdz Op ayaz dp 022 Jp
O*F 0*F O*F
=37 sin(0)? cos(p)* + Er sin(6)?sin(p)* + 52 cos(6)? +
TL g sin(0)? cos() sini) + o0 cos(B) sin(6) cos() + 20 cos(6) sin(6) sin(y)
920y sin(6)” cos(ip) sin(p) + 5~ 2 cos(6) sin(6) cos(y 9907 cos(0) sin(#) sin(yp).
De méme pour 6:
OF OF 0z OF Oy OF 0z OF OF _ OF
= 0w 90 + = 9y 90 + 5, 90— 92 pcos(0) cos(p) + — pcos(f) sin(p) — — psin(6)
0*F 9 (OF 0 (0F : 0 (O0F .
02— 90 ((9_ 008(9)) - peos(p) + T ((9_ cos(&)) - psin(p) — 50 (E sm(@)) p

= [a% @_i) - cos(f) — aa—i sin(@)] peos(p) + [@% (g—z) -+ cos(0) — g—j sin@)] psin(p)

_ {% (%Z) -sin(6) + g—f 008(9)] p

= (2R TE 0y OF 0 cos(0)coslie) — O psin(6) cos(io) +
~ \ 922 90 " Bydx 00 ' 9zox og ) PV CRW) T g PRIITICOSY
O*F O0x O*F Oy  O*F 0Oz oOF
Ox  O°F 0y o) si A
(axay 90 oy 90 " 920y ae) peos(B) sin(p) — - psin(6) sin(p)
OPF 0x  O0*F 0y O*F 0z oF
- (axaz 9 oyo- o0 02 69) psin(f) = 5= peos(?)
2 2F 2F
(?3 5P % cos(0)? cos(p)? + 86? p? cos(0)? sin(p)? + ?’9? p?sin(0)? +
2 2 2
gx(‘?y 2% cos(#)? cos(ip) sin(p) — gxgz 2% cos(#) sin(f) cos(p) — é?ay(‘];z 2% cos(#) sin(#) sin ()
OF OF , oF
~ 3 psin(f) cos(p) — i psin(f) sin(p) — 5 pcos(f)
et pour @:
OF OF 9z  OF dy  OF 0z OF OF OF

(9<p Oz agp + o By 8g0 + — ER 8@ =% psin(f) sin(p) + (9_y psin(0) cos(p) + 5 0



0p?

*F 0 (Z_F an(gp)) - psin(6) + aﬁ (Z—F cos(sO)) - psin(0)

Op
: OF : 0 (OF oOF ‘
{ (_> -sin(p) + £ cos(go)} psin(0) + [% (8_y) -cos(p) — i sin(p) | psin(9)
I?*F 8I I*F 8y O’F 0z _ oF
(W g Oydr dp | D20 agp) psin(9) sin(p) — = psin(6) cos(ip) +
OF r  OF oy OF 0z oOF
<3$3?/ dp " Oy Dp 920y &p) psin(6) cos(p) = 5 - psin(9) sin(p)
OFF . . O*F , O°F

=53 p? sin(0)? sin(p)? + 7 p? sin(0)? cos(¢)? — 900y 2p* sin(#)? cos(¢p) sin ()

oF oF ,
~ 5 psin(f) cos(p) — n psin(0) sin(p)

Maintenant on peut remplacer les termes obtenues dans la partie droite de (1) qui est rappelée
ci-dessous : _ _ _ _
OF  ,0°F cos(0) OF O*F 1 O°F
20 — + p? . (2)
dp p?  sin(f) 90 ' 90 sin(#)? Jy
Pour ne pas perdre la vue d’ensemble en regroupant les coefficients de chaque dérivée partielle
de F, on fait un tableau qu’on remplit au fur et a mesure en évaluant les termes dans (2).

Terme Coefficient Résultat
OF . cos(6)?2 . cos(¢p) *
e 2psin(0) cos(p) + p (@) cos(p) — psin(f) cos(p) — P (0] =0
OF . . cos(9)? . . . sin(¢p) *
o 2psin(0) sin(p) + Pl sin(p) — psin(f) sin(p) — P5in(6) =0

F
E;— 2pcos(f) — pcos(f) — pcos(6) =0
z
0P?F _ .
o p*sin(0)? cos(p)? + p? cos(6)? cos(p)? + p? sin(p)? = p?
x
O°F 2 N2 G 2 | 2 2 2 | 2 2 2
07 p?sin(0)? sin(p)? + p* cos(6)? sin(p)? + p* cos(p) =p
2
F
2—2 p* cos(6)? + p*sin(6)? = p?
2
O*F 2 (02 - 2 2 - 2 :
529 2p?sin(#)* cos(p) sin(p) + 2p* cos(8)? cos(p) sin(p) — 2p* cos(p) sin(p) =0
10y
62F 2 . 2 .
50 2p* cos(0) sin(0) cos(p) — 2p* cos(f) sin(f) cos(y) =0
x0z
82F 2 . . 2 . .
D907 2p* cos(0) sin(0) sin(p) — 2p* cos(8) sin(f) sin(y) =0

*Pour simplifier les termes avec les fractions il faut mettre en évidence pwbg )) respectivement pm( £)

sin(6) *

Puisqu’on a obtenu que (2) est égal a p? ( oz T %2;; + %QZF ) = p?AF, on a bien démontré la

formule pour le laplacien de F.




Exercice 2.

Les fonctions F' données sont des intégrales dépendant d’un parametre de la forme

b(t)
= / f(z,t)dz
a(t)

Si les fonctions f, a et b sont de classe C, la dérivée de F est (cf. cours)

L0 = F00.1) V0 - S0, @0+ [ i 4ty )

i) On a f(z,t) = “S(W € 0'(12,3[x]1,00[), a(t) =2 et b(t) = 3 avec a,b € C'(R).

Puisque les bornes sont constantes, le membre de droite de (3) consiste uniquement de
I'intégrale et on a

F/(t) _ /3 2 w dr — /3 l‘t IH(ZE) Jr — /3 xt e — It+l 3 _ 3t+l _ 2t+l
s Ot In(x) 5 In(z) 9 t+1], t+1

i) On a f(z,t) =In(z? + %) € C*(]1,00[ x |1, 00[), a(t) =t et b(t) =1t avec a,b € C*(R).
Les bornes dépendent de t. On a

F'(t) = dgf) -ln((t2)2 +t2> - % -In(t* + %) +/t gt (In(2? + %)) d

£t
_ 2 (42 _ 2
=2tln(#* (* +1)) ln(2t)+/t sl

t2 t?
1 2t
Puisque 2t / —— dr = | — arctan <£> = 2arctan(t) — T , on a finalement
2212 t t/], 2

F'(t) =2tIn (*(t* + 1)) — In (2¢%) + 2 arctan(t) — =

Exercice 3.

Ces fonctions sont de nouveau de la forme (3).

i) Ici on a f(x,t) = Sm(c+m € C'(]0,00[ x]0,00[), a(t) = Vt et b(t) = 1 avec a,b €
C1(]0,00[). Ainsi

" \/% dt vi Ot T
- 3/2))
= _sin(eos(l)) _ sm(cos L +/ cos (cos(tx)) (—sin(tx)) dz
t Vi
__sincos(1)) sin(cos(t3/2)) N sin(cos(tz)) 1" _ 3sin(cos(t*?))
B t 2t t i 2t '



74) Pour xtzﬁeCloooxOoo a(t) =1 et b(t) = vt avec a,b € C(]0,
) f( ) ) T ) ’ ) ) 9 )
seulement la borne supérieure dépend de ¢ si bien que le terme en f(a(t),t) n’apparait pas.

d /, %a etx3
Ca) a<x>dﬂ”
=3t

3 5 3
= i . %t_w?’—l-/\/gﬁems dx = li—I— [i etws}
1

Jt 3t

1 12 t) 1€t2 1( 12 ¢
L) i e,
3t<6 ©)T3y T\ e

et donc F'(1) = %e. En fait, puisque pour ¢ = 1 l'intégrale s’anulle on a pas besoin de

calculer ce terme et on a directement F'(1) = 3

i I
t -3

t=1

Exercice 4.
Q1 : Soit f: R? - R, (z,t) — f(x,t), une fonction de classe C' et soient a: R — R et
b: R — R deux fonctions de classe C'. Alors la fonction

b(t)
)= [ flait)ds
a(t)
est de classe C'! et on a

b(t)
F'(t) = f(b(t),t) V' (t) — f(a(t),t) d(¢) +/ af(l”,t) dw .

a(t) 8t

Vrai, voir le cours.
Exercice 5.

i) Comme on veut utiliser le théoréme des fonctions implicites, il faut vérifier que toutes ses
hypotheses sont satisfaites. On commence par calculer les dérivées partielles de F'. On a

F, = 0,F =62 — 22" + 3 et F, = 0,F = —42%y* + 63,

qui sont continues sur R? et donc F est de classe C'. Comme on veut trouver une fonction
définie au voisinage de 0, on pose zg = 0. L’équation F(0,yy) = 2y — 2 = 0 implique alors
que yo = 1. De plus F,(0,1) =6 # 0.

On peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites qui nous dit que 1’équation
F(z,y) = 0 définit une fonction implicite y = f(z) dans un voisinage de 0 telle que
F(z, f(x)) =0 et f(0) =1. De plus on a

F(e, (@) _ 62— 20f(a)'+3

By, f(2) 42 (2)° — 67 ()

et ainsi f’(0) = —1. Le graphe de la fonction f se trouve & la Fig. 1.
2

f'(x) =

i1) Les dérivées partielles de F' sont

F,=¢e"+ye" et Fy=¢e"+axe¥,



qui sont continues sur R? et donc F est de classe C*. On a de nouveau zo = 0 et F(0,y) =
Y+2=0 = yo = —2. Comme en plus, F,(0,—2) =1 # 0, on peut appliquer le théoreme
des fonctions implicites. Ainsi il existe une fonction y = f(x) définie implicitement par
I'équation F(x,y) =0 dans un voisinage de 0 telle que F(z, f(z)) =0 et f(0) = —2. De

plus on a

o Raf@) Ot fa)e
T = e f@) ~ etz

et ainsi f’(0) =2 — % ~ 1.865. Pour le graphe de f, voir Fig. 2.
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Figure 1 Figure 2

Exercice 6.
Q1 : Soit la fonction f: R* — R définie par

f(z,y, 2) = 22° — 3ya® — 6yz
et on considere la fonction g : R? — R implicitement définie par I’équation

[y, 9(z,y)) =11.

Sachant que ¢g(1,3) = —2, on a

[] 5.3 =0
L3208 =2
W3 =3
[]21,3=11
En dérivant I’équation f(:v, v, g(z, y)) = 11 par rapport a x on trouve
of of 9g
5 (0090 9)) + 2= (2, y,9(2,y)) - - (x,9) = 0
et donc, puisque ¢(1,3) = -2,
of of dg
—(1,3,-2)+ =—(1,3,-2)- ==(1,3) =0
L2+ L3223 =0,



d’ou

ag %(1737 _2) —9yx2
2: V=5 ) " [T —ey
x @(1737 _2) =5 =0y (z,y,2)=(1,3,—2)
I
- 24-18 27

Exercice 7.
Soit f(z,y) = 2%y + x? + y?. L’équation du plan tangent a la surface 2 = f(z,y) au point

(20, Yo, 20) , OU 2o = f(0,yo) est (voir le cours)

z = [(20,Y0) + 0 f (w0, yo) (& — o) + 0y f (0, Y0) (¥ — Yo) -
Puisque 0, f(z,y) = 32*y+2x et 0,f(x,y) = 23+2y, I'équation s’écrit pour (zg,y0) = (1,1):

2=3+5(x—1)+3(y—1) & br+3y—z=5.

Exercice 8.

Par le théoreme des fonctions implicites, I'équation F(x,y, z) = 0 définit localement une fonc-
tion z = f(x,y) de classe C! telle que F(x,y, f(z,y)) = 0 et 20 = f(xo,90). Comme
[ est différentiable car C!, Iéquation du plan tangent & la surface z = f(x,y) au point
(o, Yo, f(z0,yo)) est (voir §4.2 du cours)

= o) + 5 (o) (@ = 20) + 520, 30) (= 30),

donc
(2 = 20) = 52 (o) (2 = ) = (a0 (0 = ) = 0. ()

En utilisant les relations entre les dérivées partielles de f et ' données par le théoreme des
fonctions implicites, (4) s’écrit

8_F(x07y0720) 8_F(x05y0720)
(’Z—ZO)+g;37—(x—$0)+ gy

o (=) =0
5(370, Yo, Z0) 5—5(3707 Yo, Z0)

oF oF oF
A a(xo,yo, Zo) (Z —29) + %(ﬂfmyo, 20) (33 — o) + a—y(ﬂfo,yo, 20) (?J — %) =0

A VF(x07y07z0)'(x_x07y_y07z_20):07

ou - dénote le produit scalaire. Comme cette derniere équation est vraie pour tout (x,y, z)
proche de (g, Yo, 20), le gradient de F en (z, yo, z0) est orthogonal au plan tangent en ce point.

Remarque: Formellement le gradient V f d’une fonction f est un vecteur colonne. Mais pour
alléger la notation dans les corrigés, on I’écrit comme vecteur ligne.



Exercice 9. Soit F(x,vy,2) = x2% — 22%y + y*2. En évaluant F au point (1,1, 29) on a
F(1,1,2) =0 < 23—2—1-,20:0 & zp=1 ou zg=—-2.

Selon le cours sur les fonctions implicites, ’équation du plan tangent a la surface F'(x,y, z) = 0
au point (xg, Yo, 20) est

(r —7o) - VF(x0,v0,20) = 0, ot r=(x,9,2) et 7o=(To,Yo,%)

Puisque
VE = (0,F, 9,F, 0.F) = (2* — day, —22° 4 2yz, 222 + y°) ,

on a pour le point (xg, Yo, 20) = (1,1,1)
VF(1,1,1) = (—3,0,3)

et I’équation du plan tangent est

r—1 -3
y—1]-10|=0 & =3—-1)+0y—1)+3:—-1)=0 < z—2=0.
z—1 3

Pour (zo,v0,20) = (1,1,—2) on a
VE(1,1,-2) = (0,6, —3)

et I’équation du plan tangent est

x—1 0
y—1]1-1-6]=0 < O0x—-1)—-6(y—1)—3(24+2)=0 < 2y+2=0.
Z+2 -3



