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Analyse avancée II — Série 10A

Echauffement. (Dérivée directionnelle)
Soit la fonction f: R? — R définie par
T2y
flr,y) = q 2 +y*°
0, (z,y) = (0,0)

0
et soit e = (cos(p),sin(p))T, ¢ € [0, 27[ un vecteur unitaire. Calculer a—f(O, 0).
e
Exercice 1. (Dérivée directionnelle, I)
Soient les fonctions f, g: R? — R définies par
e2x(y+1)
fla,y) = (z—2y)*Im(1+2° +y*) et gla,y) = 3t a2y

et soient le point py = (1,1) ainsi que le vecteur v = (1,2)7. Calculer les dérivées direction-
nelles de f et g en py suivant le vecteur e =

l[oll *
Exercice 2. (Dérivée directionnelle, 1)

Soit la fonction f: R? — R définie par

2

zy
5 | 1> ) 07 0
floy) =4 24 g (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)
et soit e = (u,v)” un vecteur unitaire. Calculer g—i((), 0).

Exercice 3. (Pente extrémale)
Soit la fonction f(z,y,2) = zyz et soit le point py = (1, —1, 2).
i) Trouver la dérivée directionnelle de f en py suivant le vecteur e = 3(2, —1,2)".

i1) Soit w un vecteur unitaire exprimé en coordonnées sphériques, c.-a-d.

u = (sin(f) cos(p), sin(8) sin(e), cos(@))T.
Calculer la pente de f en py suivant le vecteur u en fonction de (6, ¢).

iii) Trouver les valeurs de 6 et ¢ pour lesquelles la pente de f en py est maximale respective-
ment minimale.

1 Ex. 4 - 8 au verso.



Exercice 4. (Approximation de Taylor dans R?)

Soit f: D — R, D C R3 ouvert, une fonction de classe C? et soit (zg,yo,20) € D. Donner le
développement limité ) linéaire et i) quadratique de f au voisinage de (o, Yo, 20)-

Exercice 5. (Approximation de Taylor)

Déterminer le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction f au voisinage du point donné.

Z) f($,y)=x2y+2xy+3y2—5x+1, TL:2, ($07y0):(0a0)
it) f(x,y,z) =e* 4+ ysinh(z), n=2, (20, Y0, 20) = (0,0,0)
iit) f(x,y) =3zy +2* —y+5r — 3, n=1, (w0, y0) = (1,=2)
1.sin T T
i) flx,y) = (cos(x))2+ (y), n=1, (zo,%0) = (%,%)

Pour i), vérifier que l'erreur est d’ordre d? - (x,y), o d = /22 + 12.

Exercice 6. (Approximation de Taylor)

Calculer le polynome de Taylor d’ordre 2 de la fonction f au voisinage du point donné. Com-
parer avec la méthode de calcul par composition des développements limités.

1) f(CC, Y, Z) = BZIZer ’ (l’o, Yo, ZO) = (07 07 0)
i) flx,y) =sin(2z +y?), (z0,50) = (1, 1)

Exercice 7. (QCM : révision limites et dérivées partielles)

Soit la fonction f: R? — R définie par

25 — P

f(:L‘ y): x4—|—y4 s1 (x7y>3£<070)7

0 si (z,y) = (0,0).

Alors

1; of -0 li o =-1
[] L Jim S y) [] o Jim S y)

[ %(0,0)= -1 [ ]800 =1

Exercice 8. (Question ouverte)

Donner un exemple d'une fonction f: R?> — R qui est continue en (0,0), admet des dérivées
partielles en (0,0) mais n’admet que des dérivées directionnelles unilatérales selon tout vecteur
v = (v1,v2)T tel que v # 0 et vy # 0. Démontrer que la fonction donnée satisfait aux criteres
demandés. Est-ce qu’une telle fonction peut étre différentiable en (0,0) 7



