EPFL Peter Wittwer
Section PH 2 mai 2024

Analyse avancée II — Corrigé de la série 10A

Echauffement.

En appliquant directement la définition vue au cours on trouve

. . 2 cos(p)? tsin(p)
de t—0 t t—0 t
= lim (cos(¢)? sin(y)) = cos(p)*sin(yp) .

t—0

Les figures ci-dessous montrent le graphe de f (Fig. 1) et celui de la dérivée directionnelle

0
—f(O, 0) en fonction de 'angle ¢ qui détermine la direction autour de l'origine (Fig. 2).
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Exercice 1.
Rappel: Pour un vecteur unitaire e, la dérivée directionnelle d’'une fonction f de classe C! au

0
point pg suivant un vecteur e est donnée par a—f(po) =Vfipo)-e.
e

i) Observons qu’on a

flzy) = filz,y) folz,y), avec fi(z,y) = (z—2y)* et folz,y) =In(1+2*+y°).

Ainsi on peut utiliser le résultat de I'Exercise 1,4i) de la Série 7 pour calculer V f(py). En

effet, on a
fl(pO) = 17 Vfl(%!/) = 2($ - 2y) (17 _2)T = Vfl(pO) = (_ 274)T7
f2(po) = In(3), Vfao(z,y) = ; (233722/)T = V/fapo) = (%; %)T7

e



_ v _ 1 T
et donc (noter quee—m—jg(lﬂ) )

%(po) [f (po)V f1(po) + fl(p0>vf2(p0)] €

In(3)(—2,4)" + (%%) ] L)
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(3In(3) + 1)

it) Pour la fonction g on va utiliser le résultat de I'Exercise 1,iii) de la Série 7 puisqu’on a

g(z,y) = gl(x’y), avec  gi(z,y) = U et go(z,y) = 3+ 2%y
92<x7 y)
On calcule alors
g1(po) = ¢*, Vai(w,y) = 0 (29 +2,22)" = Vgi(p) = €'(4,2)",
T
g2(po) = 4, Vaa(z,y) = (22y*,42%%°) =  Valpo) = (2,4)",

pour obtenir finalement

@ _ ; . 91(]90) ) e

de (po) = [92(]?0) Var(e) 92(po)? ng(pO)}
e et r] 1 v 1let
{1(4 2)" - £ (2.4) }._5(1,2) -

Exercice 2.

On commence par étudier la continuité de f en (0,0). Comme on a

N i
. 2 o . L2 o
f n’est pas continue en (0,0). Ainsi f n’est pas différentiable en ce point et on doit appliquer
la définition pour calculer la dérivée directionnelle. Soit e = (u,v)? un vecteur unitaire. Alors
on a

) 0+ tu, 0+ tv) — £(0,0 e — 0
—f((),O)zlimf( + tu, 0+ tv) — (0, ):limtqutv
Oe t—0 t t—0 t
" uv? %, u#0
=lim ——— =
t—0 u? + t2v* 0, u=0

L’existence des dérivées directionnelles en un point dans toutes les directions n’est donc pas
suffisante pour qu’une fonction soit continue et a fortiori différentiable en ce point!



Exercice 3.

1)

i)

iii)

0
Pour une fonction f de classe C*, la dérivée directionnelle —f(pg) au point pg suivant le

de

vecteur (unitaire) e est donnée par

2 () =V ) e

La fonction f donnée est bien C'. Puisque
Vix,y, 2) = (yz,xz,xy)" et Vf(l,-1,2) = (-2,2,-1)T",

on obtient of ) .
—=(1,-1,2) = (=2,2,-1)" - =(2,-1,2)T = —~ .
ae( ? Y ) ( Y ) ) 3( ) 9 ) 3

La pente de f en pg dans le sens du vecteur unitaire u est donnée par la dérivée direc-

tionnelle suivant ce vecteur unitaire (voir §7.1), c’est-a-dire par

%(po) =Vfpo) -u=(-22-1)". (sin(@) cos(p), sin(0) sin(yp), cos(G))T
= 2sin(0) (sin(p) — cos(p)) — cos(d) =: (0, ¢),

ot g : [0,7] x [0,27[C R* = R.

On sait du cours (§7.2.2) qu'en un point ou f est différentiable, la pente de la tangente
au graphe est maximale (minimale) dans le sens du gradient (opposée au gradient) et
qu’elle est égale a (I'opposée de) la norme du gradient. Au point py = (1, —1,2), la pente
maximale (minimale) vaut donc

va<17_172)H =3 (_ HVf(l,—l,Q)” :_3)‘

Les directions correspondantes sont i% = :I:%(—Z,Q, —1). Pour trouver les
angles (0, ¢) donnant lieu a ces directions, on doit résoudre
sin (@) cos(yp) :F§
sin(6) sin(p) | = j:§ :
cos(0) +
¢’est-a-dire
2/2 cos(p) = Fz5
0 = arccos (Fi = sinf) =+/1— (L) =22 =
(:F3) (0) (:F3) 3 sin(p) = j:\%
8 argmax g(0, o) = (arccos(—%) 2
= = =
o argmin g(0, p) = (arccos(%) , %’r)
La pente de f en py est donc maximale pour les angles (0, ¢) = (arccos(—%) ,?jf) et

minimale pour (6, ¢) = (arccos(3) , ).

Exercice 4.

Les développements limités d’ordre n pour une fonction de trois variables s’obtiennent de la
formule donnée au cours.
Dans la suite on pose py := (o, Yo, 20) pour simplifier la notation.
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i) Le développement linéaire de la fonction f(z,y, z) au voisinage de py est

f(z,y,2) = f(po) + fe(po) (x — 20) + fy(po) (¥ — v0) + f=(po) (z — 20) +d - e(z,y, 2),

oud=+/(x—x0)2+ (y — yo)? + (2 — 20)?, et la notation e(z,y, z) signifie comme toujours

que lim e(x,y,2) =0.
(l‘,y,z)ﬁpo

i1) Pour le développement limité d’ordre 2 on obtient

f(x,y,2) = f(po) + f2(po) (x — x0) + fy(po) (y — yo) + f2(po) (2 — 20)

b3 Fanl0) (5 = 20 5 o) (4 = )2 + o) (2 = 20)°

+ fay(Po) ( — 20) (Y — Yo) + faz(po) (x — 20)(2 — 20) + fy=(Po) (¥ — Y0) (2 — 20)
+ d%e(z,y,2),

ou d est définie comme ci-dessus, et lim e(z,y,2) = 0.
($7y,2)—>p0

Exercice 5.

i) Le polynéme de Taylor pe(z,y) d’ordre 2 d’'une fonction f(z,y) au voisinage de I'origine
est donné par

pg(l’,y) = f(0,0) + fx(ovo) xz _'_ fy<070>y + %fzx(ovo) :CQ + fmy(0,0) :Cy + %fyy(()?O) y2.

Ici on a
f(x,y) = 2%y + 2xy + 3y* — 5o + 1,
folx,y) =22y +2y — 5, fy(z,y) =2 + 22 + 6y,
Jfea(2,y) = 2y, fey(@,y) = 20+ 2, fuy(@,y) =6,
d’ou
F0,00 =1, £2(0,00= =5, £,(0,00=0, £ra(0,0)=0, fu(0,0)=2, f,,(0,0) =6,
et donc

1 1
pg(x,y):1+(—5)~x+0'y+§'O-x2+2-:cy+§'6-y2:1—5:1:+2xy+3y2.

it) Comme on a vu a I'Exercise 4, i7), le polynoéme de Taylor py(x,y, z) d’ordre 2 d’une fonction
f(z,y, z) de trois variables autour de origine est donné par

pa(z,y,2) = f(0,0,0) 4+ £,(0,0,0) z + f,(0,0,0)y + £.(0,0,0) z+
1 1 1
5fm(o, 0,0) z* + 5fyy(o, 0,0) 4> + 5fzz(o, 0,0) 22+
f24(0,0,0) 2y + £42(0,0,0) 2z + £,.(0,0,0) yz

Ici on a
f(z,y,z) = e* + ysinh(z),
felz,y,2) = €*, fy(x,y,2) =sinh(z), fo(z,y,2) = ycosh(z),
foz(z,y,2) = €7, fy(x,y,2) =0, faz(z,y,2) = ysinh(z),
fay(z,y,2) =0, foz(zyy,2) =0, fy=(x,y,2) = cosh(z),
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dol
£(0,0,0) =1, £.(0,0,0) =1, £,(0,0,0)=0, f.(0,0,0)=0, f.(0,0,0) =1,
fyy(o?oa()) :07 fZZ(O,O,O) :Oa fxy(oaoao) :O:fxz(070a0)7 fyz(oaoao) =4

et donc

1 g, 1 g, 1 2
pg(x,y,z):1+1-$+O-y+0~z+§-1-x —|—§-O-y —|—§-O-z+
O-2y+0-22+1-yz

1
:1+x+§x2+yz.

ii1) Le polynome de Taylor pi(x,y) d’ordre 1 de f(z,y) au voisinage de (1, —2) est donné par

pl(xvy) = f(17 _2) + fa:(lu _2) (ZL’ - 1) + fy(17 _2) (y + 2)

Comme
f(z,y) =3y +2* —y+ 5z — 3,
fo(z,y) =3y +2x+5, fylz,y) =32z —1,
et donc
f1,=2) =1, f.(1,-2)=1, f,(1,-2)=2.
Ainsi
p(z,y)=—1+@—-1)+2y+2)=x+2y+2.
i) On a
flz,y) = (cos(m))%ﬂm(y) = eXp((% + sin(y)) ln(cos(:r;))) ,
folw,y) = = (3 + sin(y)) (cos(x)) ™ sin(z),
y(wy) = (cos(x)) (cos(a))* " cos(y)
d’ou

36 2’ 36 3%
Ainsi
1 V3 n V3 T
may) =35 (e-3) =7 m@ (v-5)
=%+@(ln(2)+4)—§x—§1 (2)y

Pour i), l'erreur d?-e(z, y) doit satisfaire }lin% e(z,y) =0, ou d=|[(z,y)—(0,0)|| = /22 + 4>

X —
Ici on a

d? - e(x,y) = f(z,y) — po(x,y) = 2%y + 20y + 3y* — 50 + 1 — (1 — 5z + 2xy + 3y°) = 2%y
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et donc, en utilisant les coordonnées polaires x = d cos(p), y = dsin(yp),

(d Cos(ga))2(d sin(gp)) ) 5 .
}lgn()a(x y) = }zli% 7 = }lg%dcos(go) sin(p) = 0,

puisque | cos(¢)?sin(p)| < 1 uniformément en ¢ € [0, 27).

Exercice 6.

i) Méthode 1: Les dérivées partielles de la fonction f(x,y, z) sont

fo(,y, 2) = 222749, fy(@,y,2) = 7Y, fo(x,y, 2) = 2w 1Y
fea(,y, 2) = 422251 f(0,y,2) = 2““’ fo(x,y, 2) = da® 2721
f:vy(x7 Y, Z) =2z €sz+y, fxz(xa Y,z ) - (2 =+ 4:CZ) 62x2+y7 fyz(x, Y, Z) =21 €2mz+y
et on a
f2(0,0,0) =0, f,(0,0,0) =1, f:(0,0,0) =0
fwm(oaoao) :()7 fyy(()a()»o) = 17 fz(0,0,0) =0
f:vy<07070> :()7 f$2<07070) :27 fyz(O;O; 0) :O

Ainsi le polynome de Taylor py(z,y, z) d’ordre 2 est

2

pg(w,y,Z)=1+y+%+2m'

Méthode 2: Ona f(x,y,z) = g(h(z,y,z)) avec g(u) =e* et h(x,y,z) = 2xz+y. Puisque
h(0,0,0) = 0, on doit utiliser le développement limité (DL) de g en u = 0, c¢’est-a-dire
w2
et = 1+u—|—?+u2§(u),

avec lim,_,o&(u) = 0. On remplace u = 2xz +y:

(2zz + y)?

5 + (272 + y)*E(222 + y)

flr,y,2) =14+ 202 +y +

2
=14+2zz+y+ % + 22727 + 22yz + (222 + 9)?E(272 + )

2
:1+2:z:z+y+%+d26(x,y,z),

avec d = \/x% + y? + 22 et

22%2% + 2zyz + (222 + y)?E(2xz + y)
2 4 y? + 22 '

e(z,y,2) =

Les termes 2z22% et 2zyz on été mis dans le reste car ils sont d’ordre superieur & 2 (4
et 3 dans ce cas). On vérifie que lim(,, .)—0e(x,y,2) = 0. En utilisant les coordonnees
spheriques on vérifie facilement que

20222 2xyz

lm ————=0 lim ————— =0
(, ylz)%O x2 4y + 22 ’ (, ylz)%() 22+ y? + 22



i)

et |(2z2+y)? /(2 +y? + 2%)| < C pour tout (z,y, 2), avec C' > 0 une constante. Il s’ensuit

2 2E(2
lim  |CEEEWECTEEY) | ClE s+ ) = 0,

(z,y,2)—0 2 —+ y2 + z2 (z,y,2)—0

vu que lim,_9&(u) = 0. On a donc bien trouvé lim, .0 (2, ¥, 2) = 0 et donc
2
pa(z.y,2) =14y + 5 + 2z,
Meéthode 1: Les dérivées partielles de f sont
fal®,y) = 2cos(22 +y%), fylz,y) = 2y cos(2z +y7),
fen(,y) = —4sinz + %), fyy(2,y) = 2c08(2x + y°) — 4y*sin(2z + y°),
fay(2,y) = —dysin(2z + y7)

et on a

f(1,1) = 2cos(3), fy(1,1) = 2cos(3),
fez(1,1) = —4sin(3), fyy(1,1) = 2cos(3) — 4sin(3), fay(1,1) = —45sin(3).

Par la formule du cours on a alors pour le polynéme de Taylor ps(z,y) d’ordre 2
1
pa(z,y) =sin(3) + 2cos(3) (x — 1) +2cos(3) (y — 1) + 5(—4 sin(3)) (z — 1)
1
+ 5(2 cos(3) — 4sin(3)) (y — 1)* + (—4sin(3)) (z — 1)(y — 1)

=sin(3) +2cos(3) (z — 1) +2cos(3) (y — 1) — 2sin(3) (z — 1)?
+ (cos(3) — 2sin(3)) (y — 1)* — 4sin(3) (z — 1)(y — 1)
Méthode 2: On a f(z,y) = g(l(x,y)) avec g(u) =sin(u) et I(x,y) =2z + y*>. Puisque
[(1,1) = 3, on doit utiliser le DL de g en u = 3, c’est-a-dire

_ sin(3)

sin(u) = sin(3) + cos(3)(u — 3) 5

(u—3)* + (u — 3)%&(u)

avec lir% £(u) = 0.

u—r
Comme on cherche le DL dans un point (g, yo) non-nul, on doit explicitement écrire = =
ro+h=1+h et y=yo+k=1+k avant de remplacer u:

u=I(z,y)=11+h1+k)=2(1+h)+ (1+k)?>=3+2h+2k+k>.

Avec ceci on obtient
sin(3)

f(,y) = sin(3) + cos(3) (2h + 2k + k%) — (2 + 2k + k)% + (2h + 2k + K*)%(I(2, v))

= sin(3) + 2cos(3) h + 2cos(3) k + cos(3) k* — sin(3)

(4h* + 8hk + 4K?) + d’e(x, y)

= sin(3) + 2cos(3) h + 2 cos(3) k — 2sin(3) h* + (cos(3) — 2sin(3)) &
— 4sin(3) hk + d*e(z, y),



ou d = Vh? + k? et € est défini de maniére similaire a I'exercice précedent, c’est a dire qu’il
contient € et les termes d’ordre supérieur.

Ce résultat correspond bien a celui obtenu par la méthode 1.

Exercice 7. Soit la fonction f: R* — R définie par

-y
o) = o (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
Alors
e 00 7, (0:v) =0 L o0 oy (@) =1
%(0,0) = —1 [ ]800 =1

On calcule la dérivée partielle concernée. On trouve

of . f(0,R)—f(0,0) . -0 B
A L e L

Remarque: Pour (z,y) # (0,0) on a

8f< ) =5yt (et +yt) — 4P (2® —y°)  —y® —Sytat — Ayl
- \Yy)= =
y (z* + 1) (a4 +y*)°

et il est facile a montrer (en passant en coordonnées polaires par exemple) que la limite
of
lim —(x,
(,y)—(0,0) 0@/( v)

n’existe pas.

Exercice 8.

Flz,y) = xflyiz si (2,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).
On a |f(r - cos(p),r - sin(p)| < r ce qui implique que

lim )f(:v,y) =0=f(0,0)

(2,y)—(0,0

et f (Fig. 3) est donc continue en (0,0). Pour les dérivées partielles on trouve

97 (0,0) = 1im —h252|0| B
ox "’ h—0 h
8 ) g
oy’ h—0 h

8



et pour les dérivées directionnelles selon un vecteur v = (v, v9)? on trouve

(0f %) [vaflt]

a 2 2\ +2 2 t
O 0,0y = iy L0 ® il g
ov =0 t V] vy =0 ¢t

La dérivée directionnelle n’est donc pas définie si v; # 0 et vy # 0. La dérivée directionnelle
unilatérale est par contre définie et on a

0 2 t 2
T (0,0) = o2l [ Uizl
ov, vi oy 20t vy v

Une fonction qui satisfait aux critéres ne peut pas étre différentiable en (0,0), car une fonction
différentiable possede des dérivées directionnelles selon tout vecteur v # 0.

Fig. 3



