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CATALOGUE
Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’une seule réponse correcte par question.

Question [q:mc-01] : Soit la fonction f: R? — R définie par

5 3
2TV i, 0,0
Fag) = T2 (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Alors :
B/ st de classe 1 (R%,R)
[ ] f est différentiable en (0,0), mais f n’est pas de classe C'(R?,R)
D toutes les dérivées partielles de f existent en (0,0), mais f n’est pas différentiable en (0,0)
[ ] f est différentiable en (0,0), mais I'une des dérivées partielles de f n’est pas continue en (0,0)
Question [q:mc-02] : La solution u(t) de I’équation différentielle
u” 4 6u’ + Ju = 2e 3

qui satisfait la condition initiale u(0) = 0 et u/(0) = 1 vérifie aussi :

MW -1)=0 [Ju-1)=¢
[ ]u-=1)=-1 [ ] u(=1) =2¢?

Question [q:mc-03] : La solution y(z) de I’équation différentielle

x2y"—zy'+y:()

qui satisfait la condition initiale y(1) =1 et /(1) = 2 vérifie aussi :
(12 = [y @) =¢
W=

N = N ot

[ly'@=2+e
Question [q:mc-04] : Soit la fonction f: D — R définie par

f(z,y,z) = cos(xy) + In(y + 2) ,

0
ou D =0, +oo[3 C R3, et soit le vecteur v = (1,—2,2)F € R3. Alors on a pour la dérivée directionnelle a—i :
of . Of x
W G)=r-1 L5, Gy =1
of , . of (=
D%(faLl):W D%(j,lﬂ):—ﬂ‘f'l



CATALOGUE
Question [q:mc-05] : Soit D = {(u,v) € R*: u >0, u+3v >0}, h: D — R3 la fonction définie par
h(u,v) = (In(u) +v*, 2uv, In(u + 3v) )T )

g: R® 5 R, (2,9,2) — g(z,vy, 2), une fonction de classe C'! (R3, R)7 et soit f = goh. Alors, indépendamment
du choix de g, on a :

B %(1,0) = 22—5(0,0,0) +3%(0,0,0)
[] %(1,0) = 2%(0,0,0) +2g—g(o,o,o) +3%(0,0,0)
[] %(1,0) - 2%(0,0,0) +3%(0,0,0)
[] %(1,0) = 22—5(0,0,0) + %(0,0,0)
Question [q:mc-06] :  Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = e* T27~¥"+7=Y  Alors son

polynéme de Taylor d’ordre deux autour du point (0,0) est donné par

2 2

3 1
Dpz(x,y):1+w*y75x2+xy+§y

L] po(zyy) =142 —y+a® — 20y —y?

3 1
.pz(x,y):1+x*y+§x2+xyf§y

[ po(z,y) =1+ 2 —y+ a2 + 22y — y?

Question [q:mc-07] : Soit la fonction f: R? x R — R définie par f(x,y,2) = 22y + 222 + 2 + y*2° — 22,
soit U C R? un voisinage du point (z,y) = (1,2) et soit la fonction g: U — R telle que g(1,2) = 1 et
V(z,y) €U, f(z,y,9(z,y)) = 0. Alors :

dg 18 dg 41
B Za2=-=2 22(1,2) = —
ay(’ ) 1 8y(’ ) 13
dg 41 dg 18
2(1,2) = —— Z(1,2) = —
mESREE mENERE.

Question [q:mc-08] : Soit la fonction f: R* — R définie par f (z1, 22,23, 24) = 23 + 22129 — T3 + ToT3 —
x314, et soit @ = (1,1,1,1) € R*. Alors I'équation de I’hyper-plan tangent au point (a, f (a)) € R* x R du
graphe de f,

L(f) = {((z1, 22, 73,24) ,75) € R* x R: 25 = f (z1, 22,25, 74) }

est :
- 724’4.%14’3932721‘371’47935:0 l:, 72+4I1+4$272$37$47$5:O
|:| —243r1+3x2 — 223 — 24 — x5 =0 l:, —2+4x1 +4x9 — 203 — 224 — x5 =0

Question [q:mc-09] : Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = In(1+[9+x+y|). Alors le
maximum global de la fonction f sous la contrainte 22 4 2y? = 6 vaut :

W (13 [ ] In(7)

[ ] m@7) [ ] In(19)

Question [q:mc-10] : Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = 2 + 3zy? — 3z. Alors, f posséde
sur R? :

- 2 points selles D 1 point selle
D aucun point selle D 4 points selles
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Question [q:mc-11] : Soit D = {(z,y,2) € R®: 0 < z < 2% + y? < 1}. Alors l'intégrale

/ e*drdydz
D
vaut :
B -2 [] ze—1
HEICES)) [Je—1
Question [q:mc-12] : Soit D C R? le domaine dans le premier quadrant délimité par les courbes

y=23 y=223 y= - et y= o c’est-a-dire soit

1 3
D={(w,y>eR2::c>0,y>07 2? <y < 22° SyS}
X X

/ y* dx dy
D

Alors, lintégrale

vaut :
560
K [
[ ]10 [ ]20
Question [q:mc-13] : Soient les fonctions f: R* — R? et g : R? — R? définies par
I B
1
fapa) = () e g =0
o 2v

Alors on a les matrices jacobiennes suivantes :

0 0 3
B n0=[0 0 0| et Jro(1,0=
-2 2 0

[
e ©
o o

[ ] Jor(1,1,00=[ 0 0 0] et  Jsog(1,0)=

[ Jer@1,00=| 0 0 0] et Jpy1,0)= _03 8
2 2 0
0 0 0 .
[ Joor(1,00=| 0 0 0] et Jog(1,0) =

[
w
o

|
)
[}
[e]
/ /N /|\ /
OJO
S N
~_ ~_ ~_ ~_

Question [q:mc-14] : L’intégrale
1 x xT 1 1
1 :/ (/ (/ exp(z2 — z3> dz) dy) dx
0 0 y 2 3

1
€6 —e

De—l

vaut :

= @
o o=
o= ‘
—_
|



CATALOGUE
Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si laffirmation est toujours vraie ou
la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire, si elle est parfois fausse).

Question [q:tf-01] : Une union quelconque de sous-ensembles fermés de R™ est un sous-ensemble fermé
de R™.

[ ] VRAI B raux

Question [q:t£-02] : Soit X = C°([0, 1], R) et soit (zj);>q: Tk € X, une suite bornée, c’est-a-dire il existe
CeR,C >0, tel que Vk > 0, ||zk]loo < C. Alors il existe une sous-suite (xkj)j>0 qui converge vers un
élément de X. a

[] VRAI B raux

Question [q:t£-03] : Soit D C R™ un ensemble non vide ouvert et borné, et f: D — R une fonction
continue. Alors f est une fonction bornée.

[] VRAI B raux

Question [q:tf-04] : Soit f: R™ — R une fonction de classe C*(R™,R), telle que Vv € R™, ltin% fv) =0.
€
t—0

Alors lim f(z) =0.
z€R™

20 B vral [ ] FAUX

Question [q:tf-05] : Soit 'ensemble D = Dy U Dy, ou D, = {(xz,cos (%)) eR%2:0<a< 1}, et Dy =
{(0, y) eR?: —1<y< 1} . Alors, D est un ensemble connexe.

B VRAI [ ] FAUX

Question [q:t£-06] : Soit f: R™ — R une fonction continue sur R™. Si en x5 € R™ le gradient de f existe
et vaut zéro, alors x( est un point stationnaire de f.

[ ] VRAI B raux

Question [q:t£-07] : Soit F': R x R — R™, une fonction de classe C*(R™ x R™,R™) et soit (zg,0) €
OF
R™ x R™ un point tel que F (zg,y0) = 0, et det (8 (z0,y0) | # 0. Alors, il existe un voisinage U C R™ de
Y
xo et une fonction f: U — R™ telle que yg = f (z¢) et, Ve € U, F (z, f(z)) = 0.

B VRAI [ ] FAUX

Question [q:t£-08] : Soit g: R® — R™ une fonction de classe C* (R",R™) et soit la fonction f: R x R™ —
R™ définie par f(z,y) = |z| g(y). Alors, pour tout point (x,yo) € RxR™, le probléme de Cauchy y' = f(x,y),
y (o) = yo, admet, dans tout voisinage de z( suffisamment petit, exactement une solution y(x).

B Vvral [ ] FAUX
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Troisiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Vos réponses doivent étre soigneusement justifiées et toutes les étapes de
votre raisonnement doivent y figurer. Utiliser un stylo & encre noir ou bleu foncé.

Laisser libres les cases & cocher : elles sont réservées au correcteur.

Tourner les pages ! Cette section contient 5 questions a 6 points chacune !

Question 23: Cette question est notée sur 6 points.

I:Io |:|1 I:l2 Ds D4 Ds -e Réservé au correcteur

Soit I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre y” + p(z)y’ + q(x)y = 0 pour une fonction y(z) a
valeurs dans R, avec p et ¢ des fonctions continues sur un intervalle ouvert non vide I C R. Soient y; et yo
deux solutions quelconques de I’équation sur I, et soit w = y1y4 — yjy2 le Wronskien des deux solutions.

(a) Montrer que si les deux solutions y; et yo sont linéairement dépendantes, alors Vo € I w(x) = 0.

(b) Montrer que s'il existe zg € I tel que w(xg) = 0, alors Vo € T w(x) = 0 et les solutions y; et y2 sont
linéairement dépendantes.

(¢) Montrer que la dimension de Pespace vectoriel des solutions est deux.
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Question 24: Cette question est notée sur 6 points.

Soit ’équation différentielle pour une fonction y(z) & valeurs dans R :

Trouver, pour chaque point (g, o) € R? donné, la solution maximale telle que y(zg) = yo.
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Question 25: Cette question est notée sur 6 points.

Soit
D= {(x,y,z) eR3: 2?2+ 42 4+22 <1, zZO}.

Trouver, en justifiant en détail la démarche, I'image de la fonction f: D — R définie par f(z,y,2) =z y 2.
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Question 26: Cette question est notée sur 6 points.

Soit C' C R™ un ensemble compact non vide. Démontrer que toute fonction f: C' — R qui est continue sur
C est uniformément continue sur C.
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Question 27: Cette question est notée sur 6 points.

Soit 'espace vectoriel V' des matrices réelles n x n équipé de la norme

[Az],
1Al = sup
o2 = 250 el
x#0
k
Soit A € V telle que [[Al[;, < 3. Montrer que la suite (Bk)g>o définie par By = ZAZ est une suite de
1=0

Cauchy dans V. Comme vu au cours, A’ = I, avec I € V la matrice identité.




CATALOGUE




