EPFL Peter Wittwer
Section PH 22 février 2024

Analyse avancée II — Corrigé de la série 0A

Echauffement.

Les solutions sont :

i) y(x) =2* + C pour z,C € R (obtenue par intégration)

i) y(z) = %axz + Ciz + Cy pour z,Cy,Cy € R (obtenue par intégration)
ii1) y(x) = Ce® —1 pour z,C € R (exemple du cours)

) y(r) = ¢ pour C' € R et x €] — 00,0[ ou z €0, co[ (exemple du cours)
x

Exercice 1.

i) ordre 3, autonome i7) ordre 1, non autonome i7i) ordre 1, non autonome
iv) ordre 1, non autonome v) ordre 2, non autonome vi) ordre 2, non autonome

vii) ordre 3, non autonome

Exercice 2.

i) Pour w # 0 on vérifie la proposition par un calcul explicite. En effet, on a

Y (x) = —Cwsin(wz) + Cow cos(wz) ,
Y’ (r) = —Ciw? cos(wr) — Cow? sin(wz) = —w? y(z),
et donc on a bien y” + w?y =10.

i) Siw = 0, 'équation différentielle se réduit & y” = 0. En intégrant deux fois, on obtient la
solution générale de cette équation qui est y(z) = Cixz + Cy pour z € R, ou C1,Cy € R
sont des constantes.

i) Pour w = 7, on a
y(1) =Cy COS(%) + (Y Sin(%) =(Cy =3,
y'(1) =-C1% Sin(ﬁ) + OQ%COS(%) =-C13=2.

2

Ainsi on doit avoir C; = —% et Cy = 3.

Exercice 3.

i) La dérivée de y est

(2 — tan(e x sin(x)
y(z) = tan(z) + cos(z)? + cos(z)?’



En utilisant la définition de tan(x), on trouve que

y'(z) — tan(x) y(x) = tan(z) + P CS;S((::;Q — tan(z) <1 + ztan(z) + Coix))
— ; — tan(x 2 =7 LIW =
= <cos(x)2 tan(z) ) cos(z)? '

Les fonctions y(x) satisfont donc 1’équation différentielle donnée.

Remarque: On peut aussi utiliser directement que (tan(x))/ =1+ tan(z)%
i1) On procede de la méme maniere qu’au point précédent. On a
Y (z) = 2cos(z) — sin(2z) — C cos(z) e~ 1) |
et donc, avec un peu de trigonométrie,
Y (z) + cos(x) y(z) = 2cos(x) — sin(2z) — C cos(z)e™ 1)

1 3 :
+ cos(z) (2 sin(x) + 5 cos(2x) — 5 + Cesnl(:v))

2
— 1cos(gr:) (1+ cos(2z)) = cos(z)® .
—_—

= —cos(x) + % cos(x) cos(2x)

2

=2 cos(x)?2

Les fonctions y(x) satisfont donc 1'équation différentielle donnée.

Exercice 4.

i) Vérification immédiate par un calcul direct.

it) On a .
/ . 1 — <
Aot A
et
y(z)? +1= e(357)
Ainsi
i 29@E =1 _ 1 O ey @)1 e
v(w) y(x)?2+1 Fin(y@)*+1) 2y(z) (z — 1) (57 o ( )

= _Cl+ln<e(£1)>= - + < =0,

T — r—1 x-1
c’est-a-dire les fonctions y(x) satisfont 1’équation différentielle donnée.

Avec y(2) = —3, on se trouve dans le cas ou x > 1 et y(x) est donnée par la racine négative.
On a

y(2) = —veC —1=-3 o e“—-1=9 & C =1n(10) > 0.

Quand y (—%) = 2, on est dans le cas ot # < 1 et y(x) est la racine positive. On a



Remarque (digression): On parle ici d'une équation différentielle ezacte parce qu’elle est de la
forme %F(y(m),x) =0 ou F(y,z)=(z—1) ln(y2 +1).

Exercice 5.

i) Pour z >0 on a

20 +ze™®) —22(e™* —ze™™® 2 20e (1 —x
J(z) = 1— ( ) _(2 ) _4_ 4 (_ )
(14 xe™™) 1+ze™ (14 ze™®)?
—_————
y(z)
o
et
2 ? 4z° 4z°
y(m)Q—xQZ(m——m) S v 5
1+ ze ™ 1+ ze® (1 + :L»ef:v)
 —da? (14 ze ™) +4a®  —date
B (1+ ze )2 (T4 ze )2’
Ainsi saPems( )
e (r —1
2 2 — 2 e S
rhyf () = 2ry(e) - S
et donc
4ade™®(x — 1) —4g3e®
221 — _1 2_2—2 = - —1—:()
P/ (@) = (@ = D) = a%) = 2ryle) =~ — = D
La fonction y: ]0, +oo[ — R,
(z) 2x
r)=r— —
4 1+ ze "’
est donc une solution de ’équation différentielle. On a en plus
2 2e 1—e
)=1- =1- =
y(1) 1+et e+l 1+e’

et y est donc une solution pour la condition initiale donnée.

i1) La solution n’est pas maximale, car I'expression qui définit la fonction y satisfait ’équation
pour tout = € R tel que g(z) = 14+xze™® # 0, c’est-a-dire pour x # xo = —0.5671432904 . . ...
(On peut calculer xq par la méthode de bissection en utilisant que la fonction g est continue
et que g(—1)=1—-—e <0 et g(0) =1> 0. Mais pour cet exercice, il suffit de constater
que o €] — 1,0[ par ce méme raisonnement. )

1—e
La solution maximale yyax pour la condition initiale ypyax(1) = = est donc donnée par
e

la méme expression pour y(x) mais interprétée comme fonction sur I'intervalle |zq, +00][.

iii) Soit xq > xq et soit y; = y(x1). L’expression pour y(z), interprétée comme fonction sur
I'intervalle |z, +-00[ est alors aussi une solution (maximale) de I’équation différentielle pour
la condition initiale y(z1) = 3. De méme si z; < xg expression pour y(x), interprétée
comme fonction sur I'intervalle | —oo, zg| est une solution (maximale) de I’équation différentielle
pour la condition initiale y(x1) = y;.



Ay
Hlustration : ! L,
L’expression qui définit y(x) peut aussi |
étre utilisée pour définir une solution A\t
pour x < xy. Voici le graphe des L A R S
solutions maximales pour x > 1z et S -4 -3 -2 -1 L1 2.3 45
1—e X=Xo
x < I, telles que y(1) = et 1
0 1 q y(1) 1+ec : )
+e |
—1) = . -3
y(=1) =1— ;
=4
k5

Exercice 6. (V/F: Equations différentielles)

Q1: Soit y(z) une solution d'une équation différentielle sur un intervalle ouvert I. Alors y(x)
est solution de cette méme équation différentielle sur tout intervalle ouvert non-vide

J C I

Réponse : vrai. Si la fonction y(z) est une solution d’une équation différentielle
d’ordre n sur un intervalle ouvert I, elle est par définition (voir le cours) de classe C™
sur I et satisfait I’équation pour tout x € 1. Puisque J C I, la fonction y(x) est donc
aussi de classe C™ sur J et satisfait [’équation pour x € J.
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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 1A

Echauffement.

i) La fonction y(z) = 2 est solution de I’équation. Pour y # 2 on a

d d 5 A
Yoy2 = Y _mw = m(y-2h=2+C, CeR
dz y—2

= y—2=Ce", C#0 = y=Ce" 4+ 2.

Avec C =0, on a y(x) = 2. Ainsi la solution générale est y(x) = Ce® +2 avec C' € R
pour x € R.

i1) La fonction y(x) = 0 est une solution. Pour y # 0, on a

dy
-7 — =
dx v Y

1 .
&y = —zdx = In(|y|) = —§x2 +C, CeR

2

= y:C’e_%z, C#0.

IQ
Comme le cas C' = 0 correspond a y(z) = 0, la solution générale est y(z) = Ce™z avec

C € R pour z € R.

111) La fonction y(z) = 0 est une solution pour x €| — 00, 0| et pour x €|0, c0|. Si z Oon a
) y p p ; Y

d d d ~ ~
dy_ Sy Wy S ) = —3m(z) + . CeR
dx x Y x
C C C
= ’y|:W, C#0 = y=+=+ = Y=

P

C

Comme C' = 0 mene a y(z) = 0, la solution générale est y(x) = — avec C € R pour
x

x €] — 00,0[ et pour z €]0, c0].

Exercice 1.

d
i) En écrivant y = d—y dans I’équation donnée, celle-ci devient
x

d d

Yy e Yo
dx Y

On integre alors des deux cotés et on obtient pour x € R
In(ly)) =Xz +C avec C € R,

c’est-a-dire i

ly(z)| = e | e y(r) = Ce™  avec C € R.
Notez quon peut avoir C' = 0 (méme si ¢ € R\ {0}) parce que la fonction y(z) = 0 est
aussi une solution de I’équation.

Remarque : Une équation différentielle de cette forme décrit une croissance (si A > 0) ou
décroissance (si A < 0) exponentielle, un phénomeéne qui apparait souvent dans la nature.

1



i1) En intégrant

dy
y?+1
Il s’en suit que y(z) = sinh(z + C) pour C,z € R.

= dx des deux cotés on trouve Argsh(y) =2+ C pour C,z € R.

Exercice 2.

1)

i)

d
On procede par séparation des variables. En écrivant ' = d—y I’équation devient
x

6(y — 1) dy = 2(3x +4) dx,

d’ot, par intégration des deux fonctions polynomiales,

20y —1)7° =2+ 222 + C, C eR.

La forme explicite de la solution y est donc
y(x):l—f—f—l(xQ(%x—i—l)—i—C), zel, CeR, (1)

ot f~(u) est la fonction réciproque de f(x) = 23 et I est un intervalle ouvert & définir.
Comme f est bijective sur R, sa fonction réciproque f~! est aussi définie sur R, & savoir
par
F7H(w) = sgn(w)|ul'.

Cette fonction est continue sur R mais elle n’est pas dérivable en v = 0, ce qui fait que
I'équation différentielle a plusieurs solutions y(x) de la méme forme (1) qui sont définies
sur des intervalles ouverts différents. Ces intervalles I dépendent des racines réelles du
polynome 2 (%x + 1) + (', chaque solution étant définie sur un intervalle ouvert sur lequel
ce polynome est du méme signe.

La condition initiale (0) = 0 implique que 0 = 1 + sgn(C)|C|*/?, c’est-a-dire C' = —1.
On obtient donc la solution particuliere (maximale)

y(gj):l—|$2(%x—l—1)—1}1/3:1—{’/1—332(%55—1—1) ,  x€]—o00,1,

oll 7y > 0 est 'unique solution réelle de I’équation 2 (%x + 1) —-1=0.
(On peut voir que xq est 'unique solution et qu’elle est positive par une mini-étude de la
fonction g(z) = 2?(32+ 1) — 1.)

On applique la méme méthode:

1 1 ~ ~
yy — A | BN ye‘y2dy =e ¥y = —§e_y2 = —16_4” +C, CeR
—2 1 4z 2 1 —4x
= eyzﬁe +C, CeR = y>=—1In 3¢ +C)), CeR

En fait, la constante C' ne peut pas prendre toutes les valeurs dans R parce que 3? > 0 et
le logarithme doit étre définie. Mais comme on ne s’intéresse pas a la solution générale ici,
il n’est pas nécessaire de trouver le domaine exact de C, il suffira de trouver la valeur de
C' a partir de la condition initiale et puis le domaine de x en fonction.

La forme explicite de la solution y est alors
y(x) = :I:\/— In(le~4* + C).

2




La condition initiale y(0) = /In(2) implique que le signe est positif, et, de plus,

In(2) =+4/-In(3+C) =  C=0.
La solution particuliere pour la condition initiale donnée est donc

y(x) = v/4z + In(2)

2
. N . . / . ln(2) / - 5 , .
qui est a priori définie pour z > ——==. Or, Yy (r) = ———— n’est pas définie en
: (@) V4zr +1n(2)
r= —#. La solution maximale pour la condition initiale donnée est donc

y(z) = \/4x + In(2), xe}—lr’f),oo[.

Exercice 3.

i) Pour € = 0, la solution maximale est yo(z) = e, x € R. Pour € > 0 on utilise la séparation
des variables

dy lte dy
% =1y = y1+5 =dz ,

ce qui donne, apres intégration, la solution générale

=xz+C, avecCeR.
EY*

La condition initiale implique que

——=C.
3

el
y -=—clx——
€

et la solution particuliere recherchée est donc

Ainsi

yo(z) = (1 —ex) "¢, xe]—oo,é[ .

(L’intervalle de définition pour x s’obtient a partir du fait que 1 — ex doit étre positif.)

ii) On a vu que le domaine de définition de y. pour € > 0 est }—oo, H et que celui de yg est
R. Donc si b < 0, I'intervalle A est dans le domaine de définition de y. pour tout € > 0 et
g9 = 00. Si b > 0, 'intervalle A est dans le domaine de définition de y. pour autant que
b < %, c’est-a~dire pour tout € < gy = %

iii) Pour montrer que lir% lye(x) — yo(z)| = 0, il suffit de montrer que hII(l) ye(x) = yo(x) .

e e—
On a que
1

limy.(z) = lim (1 —ex)”

e—0 e—0

) 1
= lli% exp [_E In(1 — 5x)} .

3



Comme la fonction exponentielle est continue, on peut échanger 1’évaluation de la fonction

et la limite et 'on obtient
In(1 —
lim y.(z) = exp [lim (—M—m)} :

e—0 e—0 g

Puisque lir% In(l —ex) =1In(l) =0 et lir%s = 0, on peut appliquer Bernoulli-I'Hospital *
E— E—>

pour calculer la limite, ce qui donne

lim y () = exp [Qg& ( E )] = exp [ggé - m} = exp () = yo(x) -

Exercice 4.

On récrit 1’équation

dy dy / dy /
— =yla—10 & — =t & ——— = [ dt
dt v v) y(a — by) y(a — by)

On décompose le terme de gauche en éléments simples :

A B Ala—0b B
4 = (o —by) + By & 1= A(a—by)+ By = Aa— (Ab— B)y,
y a-—by y(a —by)

donc Azé et Bz%. Ainsi

1 1 b 1 1
—— _dy= [ —d — _dy=-1 — “In(la—b
/y(a_by) y - y+/a(a_by) y=—n(|y[) = ~In(la - byl),

et donc on a pour C' > 0

%ln(|y|) - %1n(|a —hy)=t+n(@) & |- _yby yox - _yby — (ot
On pose alors C* := £C* € R* et on continue
- —yby =C*" & y=Cea—-by) & y(l+bC*e") =aC*e
y— aC*e® aC* @ %
L+bCret  em@ +bC* X 4bh 145
On détermine la valeur de C* pour condition initiale y(0) = yo:
% aC* * * * Yo
A e o e R e

'En général il est préférable d’éviter la regle de Bernoulli-I'Hospital et d’utiliser les développements limités.

On a

—x +

In(1 —
(formule de Taylor avec reste) que In(1 + z) = z + 0(z) autour de z = 0, ce qui donne que In(1 —ez) =
€

lorsque € — 0, d’ou le résultat. De plus, dans le présent cas, on aurait d’ailleurs aussi pu utiliser

directement que

. 1 , _1\®
lim (1 —ex) = :(hm(l—sm) ”) =e".

e—0 e—0



La solution cherchée est donc

a

— b

e ézobyo) a 1+(%_1)6 at

P SIS

y(t) = 5 n
comme vu au cours.
Noter que pour les conditions initiales yo = 0 ou yo = %, les solutions de I’équation différentielle
sont des fonctions constantes, a savoir y(t) = 0 et y(t) = § respectivement.
La croissance de la solution y(t) est déterminée par le facteur A := ﬁ —1 devant ’exponentielle.
Siyo > §, alors A < 0 et donc y(t) est décroissante. Si gy < § on a A > 0 et y(t) est croissante.

Puisque tlim y(t) = ¢, la droite y = § est une asymptote horizontale et n’est donc jamais
— 00

intersectée par y(t).

Exercice 5.

Observons d’abord que les fonctions constantes y(x) = 0 et y(z) = 1 sont des solutions pour
x € R.
Siz,y+#0etxy+#1, I'équation différentielle donnée s’écrit

dy ~ dx
yly—1)  a(z—1)°

puis, en décomposant chaque terme en éléments simples:

En intégrant les deux cotés on obtient

—Inly| +In|y — 1| = —In|z| +In|z — 1| +1n(C), C >0,

1 —1 .
& ln‘—y —1n |2 +1In(C) C >0,

y x
1 ol 1] -

‘y ‘ ¢ >0, (2)
y x

L’équation (2) est équivalente a
—1 —1
I ——ci— cer\{0}, (3)

Yy T

car, si un couple (z,y) satisfait ’équation (2) pour un certain C, il satisfait aussi équation
(3) avec C' = C ou C = —C, et si un couple (x,y) satisfait 'équation (3) pour un certain C, il
satisfait aussi ’équation (2) pour C' = |C]|.

A partir de (3) on trouve l'expression explicite de y en fonction de x,

X

Cyle—1)=z(y —1) = y(Cx —C —x)=—x = y(x):m

Pour C # 0 et C # 1 la fonction y(z) définit deux solutions, une sur I'intervalle ]—oo, %[ et
c

o1 oo[. (Le dénominateur de y s’annule en xz = % dans ce cas.)

Pour C =0,0ona y(r) =1 et pour C =1, on a y(x) ==z. Tout comme la solution triviale
y(x) = 0, ces deux solutions sont définies pour z € R. La solution générale de 1'équation
donnée est donc

une sur 'intervalle }



y(x):m, C eR\{0,1}, xE}—oo,%[ouxE}%,oo[
y(x) =1, C=0, r € R,
y(r) ==z, Cc=1, x € R,
y(z) =0, - x € R.

Pour trouver les solutions particulieres pour les conditions initiales y(xy) = yo données, on met
la condition initiale dans la solution générale et on résout pour C. Les solutions sont:

xo=—1, yp = —1 = Cc=1 = Y=z, reR
xo=—1,yp=1 = C=0 = y =1, relR
To=2, yg=14 = C:% = y:%, x €] — o0, 3[*
To=2, yp=—4 = c=23 = y =%, z €]2, ool

*On a choisi intervalle qui contient .

-5 -4 -3 -2

Graphe des solutions (les points correspondent aux conditions initiales):

Exercice 6.

La fonction u(t) qui satisfait pour ¢ € R ’équation différentielle
u' 4 u? sin(t) =0

avec la condition initiale u(0) = 1 vérifie aussi :
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 1B

REVISION CALCUL PROPOSITIONNEL

Une “proposition (logique)” est un énoncé qui peut étre vrai ou faux (mais pas les deux a
la fois). Soit p et ¢ des propositions. Par les tableaux de vérité suivants, on introduit les
opérations — (“non” logique), A (“et” logique), V (“ou” logique), < (I’équivalence logique) et
= (I'implication logique), ou V := vrai, et F' := faux.

bPAg pvyg

p|p
VI F
F |V

o <>
oS =<

SESESISIES
o< m e

B INER S
SIS BN

<TE <

SESESENES
o < <[e

<<= <

SECIRSIRSIES
o<y e

Exercice 1. (Equivalences logiques)

Tous les propositions de cet exercice se montrent par la construction des tableaux de vérité a
partir des tableaux de vérité des définitions :

p|p|—(=p)

NDIVIF]| V
F|V| F

p I pAD p|pVp

@) [ VIV V |et| V]V V
F|F| F F|F| F
Pl q|pPNqg|qgNp Pl q|pVqg|lqVp
VIV V |V VIV V |V

i) |V |F| F F |et|V|F| V | V
F|IV| F F FIV| V | V
F|F| F F F|F| F F
plaglphg|~(Ag | p| g (=p)V(~9)
VIV V F F | F F

W) |V|F| F \Y% F |V \Y% et
F|lV| F \Y% V| F \Y%
F|F| F \Y% % \Y
plaglpVg|-~(pVae || -q|(-p)A(=q)
VIiv] Vv F F|F F
VIF| V F F |V F
F|\V| V F V| F F
F|F| F \Y% V|V \Y%




1

et

= ~

> <

= =

- < rrRPRPRICPPRR RRK
— — > <
~ ~ Q, Q
< > — —
S REREEREREREREE | S>> > > R “
< > o S T U < ] P SN T Y <IN <Y 9 <3 —
SH SF Sy = n_ﬁ
~ ~ ~ ~ (A\FVFF
e e T e e I P L L N
) =y
~ ~ ~ ~ > Pl > o>
< > > < >
SPEREREERERREEEEE R (SRR RS R RS R R WVFVV =
2 2 2 2 - MFVFF
p ~——
S TN

= > r r
o S | SN SIS S N U Y ST <9 ) R SO N ST TN <9 . .

=yl =y

< > (NPT B SN CHSSeN
N | P S I e 1S i W T a
S S T S ST S B S N S <SS T <9 B S N ) S S A S S S S N A Y Y R I N
N S N O O 0 Y SN N < O S <35 [ 50 (SOSN8 O S [N S SO O S 9 S 9 I Y S N < I Y S SO

—~

)

—~
BN
>

vit)

viii)




plalrip=qlg=r|=>9Ag=r)|p=r | (=9 A (g=1)= = T)
VIivVIiv] Vv 1% 1% % Vv
VIVIF| VvV F F F \Vs
VIF|IV| F 1% F 1% \Y
i) |V|F|F| F 1% F F \Vs
FlvIiv] v 1% 1% 1% \Vs
FIVIF| VvV F F 1% \Ys
FIF|\V| V 1% 1% 1% \Vs
FIF|F| V 1% 1% 1% \Vs
plalpeqlp=q|lq=p| =9 N(q=Dp)
VIV Vv v 1% Y
vViv,i v 1% 1% \Y,
VIF| F F 1% F
2)|V|F| F F 1% F
F|lV| F 1% F F
F|V| F 1% F F
F|F| V 1% 1% \Y4
FIF| V 1% 1% \Y,
plqg|-q|-p|p=q]|(~q) = (-p)
VIVIF|[F]| V Y
VIVIF|F| Vv \Vs
VIFIV|F| F F
@) |V|F|V|F| F F
FIVIF|V ]| V \Vs
FIlVIF|V]| V \Vs
FIFIVI| V]| V \Y%
FIFIVI| V] VvV \Y%

Exercice 2. (Les quantificateurs V et 3, une variable)

v) Soit E = {1,2} et p(z) et q(x) telles que p(1) et ¢(2) sont vraies et p(2) et ¢(1) sont fausses.
Alors, on a

p(1) [ p(2) | ¢(1) | q(2) | p(1) Vq(1) | p(2) Vq(2)

V F F V V V
et par conséquence
Vo € E, p(x)
Ve € B, p(z) | Ve € E, q(z) (i?\? E(jln) v
p e Ve € E, q(x)
F F V F
et donc en effet
Vi e B Vx € E, p(x) Ve e E Ve € E, p(x)
p(2) v g(e) . Ve T
Ve e E, q(x) Vo € E, q(x)
Vv F




vi) Similairement on a

p(1) | p(2) | q(1) | a(2) | p(1) Aq(1) | p(2) Aq(2)
%4 F F vV F F
et par conséquence
dr € E, p(z)
dr € FE,p(x) | Jz € E, q(x) (i:)pf E(x) A
p 4 dr € E, q(z)
V \%4 F 1%
et donc en effet
e E dr € E, p(z) e E dx € E, p(z)
o) nal) S pla)na@) T p
dr € E, q(z) dr € E, q(z)
\% F

Exercice 3. (Les quantificateurs V et 3, deux variables)

i1i) Soit E = {1,2} et F' = {1,2} et p(x,y) telle que p(1,1) et p(2,2) sont vraies et p(1,2) et
p(2,1) sont fausses. Alors

JreE, VyeF | YyeF, Jr €k
1’1 1,2 2)1 272

p(1,1) | p(1,2) | p(2,1) | p(2,2) p(z,y) p(z,y)

% F F % F 14

et donc en effet

Jre B, Vye F . Vye F, Jr e £ Jre FE, Vye F

p(z,y) p(z,y)

Vye F, Jx € £
i
p(z,y) p(z,y)

REVISION ENSEMBLES

Exercice 4. (Notion de couple)

i) Ona X xY = {(1,3),(1,4),(2,3), (2

,4)}. Le couple (3,2) n’est donc pas un élément du
produit cartésien X x Y.

i) En utilisant la définition du produit cartésien, on trouve que les deux ensembles sont

(X xY) xZ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)} x {5,6}
= {((1,3),5), ((1,4),5), ((2,3),5), ((2,4),5), ((1,3),6),
((1,4),6),((2,3),6),((2,4),6)} ,
et
X x (Y x Z) ={1,2} x {(3,5),(3,6), (4,5), (4,6)}
= {(1,(3,5)), (1,(3,6)), (1, (4,5)), (1, (4,6))., (2,
(2,(3,6)),(2,(4,5)),(2,(4,6))} .



Ils ne sont donc pas égaux.

Remarque:

Les deux ensembles (X x Y) x Z et X x (Y x Z) sont équivalents dans le sens que la
fonction qui associe a ((a,b),c) € (X xY) x Z 1élément (a,(b,c)) € X x (Y x Z)
est bijective. On écrit donc souvent simplement X x Y x Z au lieu de (X xY) x Z ou
X x (Y x Z), et (a,b,c) au lieu de ((a,b),c) ou (a, (b, c)).

Exercice 5. (Relation d’équivalence)

)

i)

iii)

i)

Par définition de la refelxivité d’'une relation d’équivalence on a x ~ x et donc x € C,. De
méme, si x ~ gy, alors si z ~ x on a par la transitivité d'une relation d’équivalence aussi
z ~y et donc z € Cy si z € C, et vice versa. Finalement, par 'absurde, supposons que x
et y ne sont pas équivalents alors z ne peu pas étre a la fois dans C, et C), car sinon a la
fois z ~ x et z ~ y et donc x ~ y par la transitivité ce qui est une contradiction.

Onax ~ xcar x = x; x ~ y implique y ~ x car x = y implique y = z; et x ~ y et
y ~ z impliquent que x ~ z car x = y et y = 2z impliquent que x = z. L’égalité = est donc
un cas particulier d’une relation d’équivalence. Les classes d’équivalences, c’est-a-dire les
ensembles qui sont les éléments de X/., contiennent chacune exactement un élément de
X. Similairement, dans le deuxieme cas, puisque x ~ y pour tout z,y € X, les conditions
d’une relation d’équivalence sont trivialement satisfaite. I’ensemble quotient X/ contient
I’ensemble X comme unique élément.

Pour tout z € Z* on a 2> > 0 et donc z ~ z. Si 2y > 0 on a aussi yx > 0, si bien que
x ~ gy implique y ~ z. Finalement, si 2y > 0 et yz > 0 on a que 0 < (zy)(yz) = zzy?. 1l
s’en suit que xz > 0 si bien que x ~ y et y ~ z impliquent x ~ z. Il s’agit donc bien d’une
relation d’équivalence. L’ensemble quotient contient deux éléments, I’ensemble des entiers
positifs et I’ensemble des entiers négatifs.

Pour tout x € Z on a x — x = 0. Puisque 0 est un nombre pair il s’en suit que z ~ z. Si
x — y est un nombre pair, y — x est aussi un nombre pair et x ~ y implique donc y ~ z.
Finalement, si © — y est pair et y — 2z est pair, il s’en suit que x — z = (x —y) + (y — 2)
est pair, et x ~ y et y ~ z impliquent donc que x ~ z. Il s’agit donc bien d’une relation
d’équivalence. L’ensemble quotient contient deux éléments, I’ensemble des entiers pairs et
I’ensemble des entiers impairs.

La relation x ~ y si x — y impair ne définit pas une relation d’équivalence sur Z. Pour
tout x on a que x — x = 0, et puisque 0 est un nombre pair il en suit que = n’est pas en
relation avec x ce qui viole la condition de réflexivité. (La relation est symétrique, mais la
transitivité est aussi compromise.)
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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 2A

Notation: Dans ce corrigé, I’équation quadratique en A qui apparait dans le §1.5.2 du cours
est appelée I'équation caractéristique de I'équation différentielle correspondante.

Echauffement 1.

i) {VC eR, y(x)=C,z € R}

i) {VC eR, y(z) =2+ C,z € R}
iii) {VC € R, y(z) =Ce ™™,z € R}
iv) {VC e R, y(z) =Ce", x € R}

Echauffement 2.

1 {VCl, CQ € R, y(l’ Cll' + CQ,SL’ € R}

1 {VCl,C’Q € R, y(il?

) =
) —iE +01$+02,I’GR}
z) =y(z) = Cycos(z) + Cysin(x), x € R}
)
)

{VCI,CQ € R, Y

)
)
)
)

"

(
{VC1,Cy € R, y(x) = Cy cosh(x) + Cysinh(z), € R} ou encore
{VC’l,Cg € R, y(l’ Che® + Cye™ T ox € R}

Echauffement 3. La solution recherchée est y(z) = txsin(z) + sin(z).

Exercice 1.

Dans cet exercice il s’agit d’équations différentielles linéaires du premier ordre. D’apres le cours
toute solution y(z) de ce type d’équation s’écrit

Y(Z) = Yhom (T) + Ypart(2) ,

ol Ynom () est la solution générale de 1’équation homogene associée (i.e. sans second membre)
et Ypart () est une solution particuliere de 1'équation initiale.
i) La solution générale de 1’équation homogene s’obtient en séparant les variables (cf. cours).

On obtient
Ypom () = Ce™ I Esm@)de — Cp=cos@) yyec ¢ € R.

Pour trouver une solution particuliere de I’équation complete (i.e. avec second membre),
on utilise la méthode de variation de la constante, c¢’est-a-dire on pose

ypart (.I') = O<x)ei cos(=) :



i)

On a alors

Ypart (T) = [C'(z) + C(z)sin(z)]e” cos(z)
et on peut écrire I’équation avec second membre pour Ypar :
[C"(x) 4+ C(z) sin(x)] e~ @) —sin(z)C(z)e™ @) = 4sin(x)e®
o C/(.T})ei cos(z) _ 4 Sin(x)ecos(x) )
Par conséquent C’(z) = 4sin(z)e?°*®) et en intégrant on trouve C(z) = —2e2°%(®)
Notons qu'une éventuelle constante d’intégration de cette étape serait combinée avec la

constante de la solution de I’équation homogene, donc il n’y a pas besoin d’ajouter une
constante ici.

Ainsi Y, (2) = —2e7®) et la solution générale de 'équation différentielle complete est
Y = Ynhom T+ Ypart = Ce~ cos(z) _ 26005(1), r € R.

La condition initiale y(g) = 1 implique que C' — 2 =1, d’'ou C = 3. La solution pour la
condition initiale donnée est donc

y(x) = 3¢~ @) _ 9ee0s(@) z € R.

A cause du logarithme dans 1’équation, on a x > 0, et donc I’équation donnée est équi-
valente a

1
'~ ~y=4ln(z).
v =y (z)
Comme solution de I’équation homogene, on trouve

Yhom (T) = Ce= =30 — oo — Cux, x>0, CeR.

Par la méthode de variation de la constante, on pose ypat(z) = C(x) x et en mettant cette

. , . 41 ",
expression dans I’équation initiale on trouve que C'(z) = I;(m) . En intégrant on trouve

X

C(z) = 4/ In(z) dr = 4/ [ln(x)]/ln(x) dx = 2In(x)* .
Il n’y a de nouveau pas de constante d’intégration a cette étape. Par conséquent
Ypart () = 27 In(z)?,
d’ou la solution générale
Y = Yhom + Ypart = (C'+2In(z)*)z,  x €]0,00.
La solution pour la condition initiale (1) = 1 est

y(z) = (14 2n(z)%) z, x €]0, o0l

Exercice 2.

Dans cet exercice il s’agit d’équations différentielles linéaires du premier ordre. D’apres le cours
toute solution y(x) de ce type d’équation s’écrit

y(:p) = yhom($) + ypart(x) s

ol Ynom () est la solution générale de 1'équation homogene associée (i.e. sans second membre)
et Ypart () est une solution particuliere de 1'équation initiale.

2



1)

i)

La solution générale de I’équation homogene s’obtient en séparant les variables (cf. cq¥rs).
On obtient
Yhom(7) = Ce*,  avec C € R.

Comme la fonction p(x) = —3 est constante, on peut utiliser la méthode des coefficients
indéterminés pour chercher une solution particuliere. Cette méthode est souvent plus
rapide que la méthode de variation de la constante.

Iei g(z) = 10cos(z) + 2e* et ¢'(x) = —10sin(z) + 6> . Les termes a inclure dans ypar

sont donc cos(z) et sin(z) qui ne sont pas solutions de I’équation homogene, ainsi que

xe3® car €3 est solution de 'équation homogene. Donc on pose

Ypart(T) = Acos(z) + Bsin(z) + Dxe®.
En reportant cette expression et sa dérivée dans I’équation complete, on obtient
[Acos(z) + Bsin(z) + Dxe:ﬂ/ — 3(Acos(x) + Bsin(z) + Dze*™) = 10 cos(z) + 2"
& (B —3A4)cos(z) — (A +3B)sin(x) + De* = 10cos(z) + 2e** |

c’est-a-dire,
B —-3A=10, A+3B=0 et D=2

On a donc finalement A = -3, B =1, D = 2 et ainsi
Ypart (1) = —3 cos(z) + sin(z) + 2z €.
Par conséquent
Y(7) = Ynom () + Ypart () = Ce** — 3cos(x) + sin(z) + 27 €, r €R.
De plus on a C' = 3 pour la condition initiale y(0) = 0. Donc la solution est
y(r) = 3e** — 3cos(z) + sin(z) + 27 **, z € R.

Ona yhom(z) = Ce™™ avec C' € R. Pour trouver y,,,, on utilise encore une fois la méthode

des coefficients indéterminés. Les dérivées de q(x) = 3 sont constituées des termes 1, z, 22
dont aucun n’est solution de I’équation homogene, de méme que ¢(x) lui-méme. Ainsi
Ypart (¥) = Az + Bx? + Dz + E est un polynome de degré 3 et on a

yll)art + Ypart = Al’g + (3A + B)l’2 + (2B + D)ZL‘ +D+FE= 1'37
ce qui mene a

A=1, 3A+B=0, 2B+D=0 et D+E=0
& A=1, B=-3, D=6 e E=—6.

Ainsi ypart(7) = 23 — 32% + 62 — 6 et
y:yhom—i—ypart:Ce’x+x3—3x2+6x—6, r e R.
Pour la condition initiale y(0) = —2, on obtient C' = 4 si bien que la solution est

y(x) = 4e™ " + 2* — 32° + 62 — 6, x € R.



Exercice 3. (V/F: Equations différentielles linéaires du premier ordre)

Q1:

Q2:

Q3:

Soit y(z) une solution d’une équation différentielle linéaire homogene du premier @dre
sur un intervalle ouvert I. Alors pour toute constante C' € R, la fonction
y1(z) = y(z) + C est solution de cette méme équation différentielle sur 'intervalle 1.

Réponse : faux. Contre-exemple : L’équation yy'—y = 0 est une équation différentielle
linéaire homogéne du premier ordre sur I = R. La fonction y(z) = exp(x) est une
solution de cette équation, mais la fonction yi(x) = y(x) + 1 = exp(x) + 1 nlest pas
solution, car yi(x) —y1(x) = =1 #0.

Soient y;(z) et yo(z) deux solutions d'une équation différentielle linéaire homogene du
premier ordre sur un intervalle ouvert I. Alors la différence y(z) = y1(x) — yo(x) est
solution de cette méme équation différentielle sur l'intervalle 1.

Réponse : vrai. Une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre est
de la forme y' + p(z)y = 0. Avec y(x) = y1(x) — ya(x) on trouve

y(@) +p)y(r) = () —vs(x)) +p@) (11(2) — v2(2))
= [n(x) + ( Jy1 ()] = [y(x) + p(x)y2()]
= 0—

O

(Remarque: Avec la notation compacte du cours on a Ly, = 0 et Ly, = 0 et donc,
puisque L est une application linéaire, L(y3 — y2) = Lyn — Lyo =0—0=10.)

Soient y;(x) et ys(x) deux solutions d'une équation différentielle linéaire du premier
ordre sur un intervalle ouvert I. Alors la différence y(x) = y1(x) — ya2(x) est solution
de cette méme équation différentielle sur 'intervalle I.

Réponse : faux. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la forme
Y +p(e)y = q(z). Avec y(x) = y1(x) — ya2(x) on trouve

y'(z) +p(x)y(z) = (yi(z) — y5(2)) +p(z) (11(2) — y2())
= [yi1(z) + p(@)y1 ()] — [y5(2) + p(x)ya()]
= q(z) —q(x) =0.

Donc y(x) n'est pas solution de l’équation si q(x) n’est pas identiquement zéro. (Re-
marque: Avec la notation compacte du cours on a Ly, = q et Lys = q et donc, puisque
L est une application linéaire, L(yy —y2) = Lyy — Lyao =q—q=0+#q.)

Exercice 4.

Pour résoudre ces équations homogenes on utilise la méthode avec ’équation caractéristique
proposée dans le cours (§1.5.2).

i) L’équation caractéristique 3A* — 4\ +1 =0 admet les racines réelles \; = 1 et Ay = %,

d’ou la solution générale

y(x) = Cre” + Cge%x, x,C1,Cy e R .



i) L’équation caractéristique 3A\? — 4\ +2 = 0 admet les racines complexes conj es
A2 = % (2 + \/52), d’ou la solution générale

y(x) = (Cl cos(%) + Cy sin(%)) e%”‘“, x,C,Cy e R .

ii1) L’équation caractéristique 32 — 4\ + % = (0 admet la racine double A = A\ = Ay, = %
Ainsi un terme de la solution générale est y;(x) = €37 mais il faut en trouver un deuxiéme
(comme c’est une équation du deuxieme ordre, les solutions générales sont dans un espace
vectoriel de dimension 2). On utilise la méthode de la variation de la constante, c.-a-d.
on pose

ya(x) = C(a)yi () .

Comme
yo' (2) = C'(2)y1 () + Cla)yy (x) = (C'(x) + AC(w)) e
v (@) = C"(2)yr (z) + 2C" (@) (x) + Cla)y" (z) = (C"(x) + 27C' () + NC ()™,
Péquation différentielle pour y, s’écrit (en divisant par e**)
3(C"(x) + 2XC"(2) + N°C(z)) — 4(C'(z) + AC(2)) + 2C(x) =0
& 30"(x)+(6A—4C' () =0 &  C"(z)=0,

T2 =2. Ainsi C(z) =
(on peut ignorer les constantes d’intégration) et donc ya(z) = ze3®, d’olt la solution

générale

ol on a d’abord utilisé que 3\? — 4\ +§ =0 et puis que A\ = —

y(z) = (Cy + Cox) ei” z,C1,Cy € R .

Exercice 5.

Ces équations différentielles sont non-homogenes. La solution générale est donc la somme de la
solution générale de 'équation homogene associée (1 étape de résolution) et d’une solution
particuliere de 1’équation complete (2¢ étape).

i) L’équation caractéristique A\? +4 = 0 admet les racines complexes A;, = £2i si bien
que la solution générale de I'équation homogene associée est

Yhom (7) = C cos(2z) + Cysin(2z) .

Cherchons une solution particuliere par la méthode des coefficients indéterminés. Comme
q(z) = 3e** n’est pas solution de 1’équation homogene et que toutes ses dérivées sont
multiples de e?*, on cherche une solution particuliere de 1’équation complete de la forme
Ypart = Ae?*. Donc

ygart + AYpart = 3e” = (4A + 4A)€21 = 3% )

3

cest-a-dire A =3 et ypa(r) = %e%. La solution générale est donc

Y(2) = Yhom (@) + Ypart (r) = C1 cos(2x) + Cysin(2z) + 2, 2,0,,C, €R .



ii) Comme au point i), on a Ypom(z) = Cjcos(2z) + Cysin(2x) . Le membre de te
q(z) = 5cos(2x) est solution de ’équation homogene tandis zq(z) ne l'est pas. Opg¥erche
donc un solution particuliere de la forme

Ypart = Az cos(2z) + Bwsin(2z) .
En reportant cette expression dans I’équation complete, on obtient

Ypart T 4Ypart = 5 cos(2z) &
4(B — Az) cos(2x) — 4(A + Bx)sin(2z) 4+ 4Ax cos(2x) + 4Bz sin(2x) = 5 cos(2z)
& 4B cos(2z) — 4Asin(2z) = 5cos(2x),
cest-d-dire A=0et B =2. Ainsi ypui(z) = Sz sin(2z) et la solution générale devient

Y(2) = Ynom () + Ypart(z) = Cy cos(2z) + Cysin(2z) + Sz sin(2z), x,C,Cy € R .

1) Comme A?+1 =0 admet les racines A\; 5 = £, on trouve Ynom(z) = C; cos(z)+Casin(x) .
Cherchons une solution particuliere de 1’équation avec second membre par la méthode de
la variation des constantes:

Ypart = C(1 (-17) COS(.CE) + Cg(fE) Sin(l‘) .
Selon le cours, les dérivées C et CY satisfont le systeme linéaire

C1 cos(x) + Chsin(z) =0

: 1
—Csin(x) + CY cos(z) = Sn(7)
dont les solutions sont C] = —1 et Cf = %((i)) En intégrant ces expressions, on obtient
C) = —x et Cy = In(|sin(x)|) et ainsi Ypart(r) = —x cos(z) + sin(x) In (| sin(z)|).

La solution générale est donc

Y(2) = Ynom(T) + Ypart(x) = Cjcos(x) + Cysin(z) — xcos(x) + sin(z) In (] sin(z)|) ,

avec C1,Cy € Ret x €10, 7.
Remarque 1: y(x) est solution de 'ED sur tous les intervalles |km, km + 7| avec k € Z.

Remarque 2: y(x) peut étre prolongée par continuité sur tout R, mais elle ne sera pas de
classe C*(R).

Exercice 6.

i) L’équation caractéristique de cette équation est A* + 2\ —3 = 0 qui admet les racines
)\1 - 1, )\2 - —3

Ainsi la solution générale de ’équation donnée est

Ynom () = Cre” + Che 3% .



it) Méthode 1: Coefficients indéterminés

Le membre de droite est ¢(x) = 5sin(3x) qui n’est pas solution de ’équation ogene
associée. On cherche donc une solution particuliere de la forme

Ypart = Asin(3z) + B cos(3z) .
En reportant ypa¢ dans I’équation différentielle on a
Ypart T 2Wpart — 3Ypart = (—12A — 6B)sin(3z) + (6A — 12B) cos(3x) = 5sin(3x) .
Les solutions du systeme linéaire

—12A—-6B =5
6A—12B =0

sont A=—-1 et B=-1

3 s » et la solution particuliere de 'équation donnée est donc

1 1
Ypart (T) = —3 sin(3x) — A cos(3x) .

Méthode 2: Variation des constantes

On pose
Ypars = C1(x) €” + Cy(x) e

D’apres le cours, les fonctions C et Cy satisfont le systeme

Cll(l‘)em + CQI(I)ef&E =0
Cy/(x)e* — 30y (z)e™3® = 5sin(3x)

qui a comme solution
a: - 0 I G 0
'(z) e 3 5sin(3z)) 4 e”  —e” ) \5sin(3x)
B § sm (3x)
4  sin( 3$

/e sin(3x) d et Cy(x) = —g /63“; sin(3z) dx . (1)

Ainsi

%IOT

On calcule / sin(3z)e® dx en intégrant deux fois par parties:

1 1
/sin(33:)e” dx = —e*sin(3z) — — /3(:08(3:6)6‘” dx

a a
1
= — e"sin(3z) — s e cos(3z) — % /3sin(3x)e‘”” dx ,
a

a a?

d’oti, en isolant 'intégrale,
4 3 ) [ sinBa)e do = ¥ sin(an) - = e cos(an)
— sin(3x)e™ dr = — e sin(3x) — — €** cos(3x
a? a a? ’

7



et finalement
axr

sin(3z)e® dx = (a sin(3z) — 3 cos(3:c)> : (2)

a?+9

En combinant (??) et (??), on trouve
1
Ci(z) = —3 e~ (sin(3z) + 3 cos(3z)) (a =-1)

Co(x) = —% ** (sin(3z) — cos(3x)) (a=3)

et la solution particuliere est donc

1 1
ypart(x) = _g SlIl(3J,’) - 6 COS(3$) .

iii) La solution générale de I’équation avec second membre est donc

1 1
Y(7) = Ynom () + Ypart () = Cre” + Coe™* — = sin(37) — 5 cos(3x), z,C,Cy €R .

3
Pour satisfaire les conditions initiales on doit avoir
y(0) = Cy + C. —%:1
Y(0) = Ci—3C, — 1 = —%
Les solutions de ce systeme sont C; =1 et Oy = % si bien que

1 1
y(r) = e + ~e " — = sin(3x) — g cos(3x), reR.

1
6 3
Exercice 7.
i) L’équation caractéristique associée & I'équation homogene est mA? + aX + e = 0 qui a

comme racines
—a+Va?2—4dme «Q i\/oz2—4m<€

2m 2m 2m

Ao =

On doit distinguer trois cas selon le signe du discriminant:

e Sia?—4me >0, c.-a-d. si a > 2y/me la solution générale est
Yhom (1) = C1eM" + Cre™' = exp(—2 1) <01 exp(—“’é’nfm t) + (Y eXp<——W"22;fm t))

e Sia?—4me <0, c-a-d. si 0 < a < 2y/me les racines sont complexes

Ame — o2
Ay Xy Yime—ot
' 2m 2m

et donc la solution générale est
Yhom (t) = Cy ™" cos(yt) + Cy €™ sin(yt)
= exp(—% t) (C’1 CoS (—W t) + Cy Sin(—W t))

8



. : e _ _/E : L
e Sia = 2y/me, on a une racine double A\ = —32- = \/; . La solution généragidPde
I’équation homogene est alors

Yhom (1) = Clei\/%t + Cztef\/gt = (C1 + Cqt) 67\/%’5

i) Lorsque t — 00 on a Yuom(t) — 0 pour les trois cas. En effet,

. o2 — . . .
e Dans le premier cas on a 5~ > QT‘W > 0, si bien que le premier facteur de ypom
domine le terme croissant qui multiplie C.

e Fvident car les fonctions cos et sin sont bornées.

e Comme la fonction exponentielle grandit plus vite que les polynomes, on at e ™ — 0
pour tout A > 0.

ii) On met ypare dans 'équation non-homogene. Comme

Ypart (t) = Aw cos(wt) — Bw sin(wt)
Ypart (1) = —Aw? sin(wt) — Bw? cos(wt)

on trouve

[ — mAw? — aBw + EA} sin(wt) + [ — mBw? + aAw + 5B] cos(wt) = H sin(wt)

o £ — mw? —Qw A\ (H
ow £ — mw? B) \0

-~

=:J

() = (= =) (8) = iy (")

et donc (on ne s’amuse pas a calculer det(J)...)

Ainsi

Ypart (t) = ﬁw ((5 — mw?) sin(wt) — aw cos(wt))

i) Comme la solution générale est y(t) = Ynom(t) + Ypart(t) €t qu'on a ynom(t) — 0 lorsque
t — 00, le mouvement de la masse s’approche de la solution particuliere si le systeme est
maintenu assez longtemps.
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 2B

Echauffement. (Linéarité)

i) Soit y = ayy + By,. Alors, par la linéarité de la dérivée on a ' + p(z)y = (g1 + Bya)’

p(@) (a1 + Bya) = (ay; + Bys) + p(x) (ayr + Byz) = a (y; + p(x)y) + B (v + p(r)y2)
aq(r) + Bq(x) = (a+ B)q(x) = q(z).

i) Soit y = y; — ya. Alors, par la linéarité de la dérivée on a 3 + p(z)y = (y1 — y2)

8(96) (1 —92) = (y1 — ¥5) +p(x) (1 — y2) = (Y +p(x)y1) — (5 + p(2)y2) = q(z) —q(x)

I+

!/

Exercice 1. (Solution générale et probleme de Cauchy)

i) Solution générale

Pour commencer on constate que y(z) = 0, x € R, est une solution. On procede par
séparation des variables:

[
d
2y3+3xy2—y:0
dx
y#0 d d
o 3Y - o™
x#0 Y v

et apres intégration

31n (jyl) = —21n (ja]) + In (C)

ou C' > 0. A noter que, la fonction In: R, — R étant bijective,

In(C) 15+
10T

05T

0.0

20T

25T




toute constante dans R peut étre représentée sous cette forme). ]

On obtient donc

In (|y(:c)|3) =In (%), r#0, C>0
T
3 C
x
C
=>\y(w)|=||2, x#0, C>0,
xS
C .
=>y(a:):||2, x#£0, C eR.
xS

La solution générale est donc

{ y(x) =0, z € R;
VC € R*, y(zr) = %, r € Ry
VC e R*, y(m):(c)%, reR }

et graphiquement :

th
~
0
(8]
—_
—_
[
[5%)
-~
th

avec la solution y(z) = 0 (jaune), ainsi que les solutions VC' > 0, y(z) = -5 (ligne noire),

ainsi que les solutions VC' < 0, y(z) = -5 (ligne rouge), ainsi que les solutions VC' > 0,

y(x) = ﬁ (ligne verte), ainsi que les solutions VC' < 0, y(x) = ﬁ (ligne bleue).



ii) Solutions des problemes de Cauchy

(a) Cas y(1) = Onax>0etC’>O.Onay(l):p%:C’QQ,etdo
Donc y(z) = 22/3, x € 0,00 (solution maximale).
(b) Cas y(1) —2 Onax>OetC’<0 Onavy(l) = 1%:0;—2, et donc C' = —

Donc y(x , x € ]0,00[ (solution maximale).

) =
(c) Cas y(— ):2 Onax<0etC’>0 Onay(—1) = 12%:042,6’“1011(30:2.
Donc y(x) = 2/3, x € ]—00,0[ (solution maximale).

(d) Cas y(—1) = =2. Onaz <0et C < 0. Onay(—1) = 12% = C = -2, et donc

C = —2. Donc y(z) = ﬁ, x € ]—00,0[ (solution maximale).

(e) Cas y(0) =0. La solution maximale est y(x) =0, z € R.

Exercice 2. (Familles de courbes orthogonales)

i) Il faut d’abord trouver I’équation différentielle de la famille de courbes données qui s’obtient
en dérivant ’équation zy = ¢ des deux cotés par rapport a x ("dérivation implicite”, cf.
Analyse I). Ceci donne xy’ +y = 0. L’équation différentielle des courbes orthogonales se
déduit en remplagant ¢’ par —1/y’ (cf. cours):

x
—?+y:0 = yy' —x =0.
Par séparation des variables et par intégration, on obtient y?> — 22 = C pour C € R qui

sont des équations d’hyperboles (voir Fig. 1).

i) Par dérivation implicite de I’équation y® = cx?, on obtient 3y%*y’ = 2cx. Pour obtenir
I’équation différentielle de la famille donnee, il faut éliminer la constante ¢ en la remplagant
par son expression dans I’équation initiale, c.-a-d. par y3/x?:

3ry = 2y.

L’équation différentielle de la famille des courbes orthogonales est donc
3T
_?:2y = 2uy +3x=0.

De nouveau par séparation des variables et par intégration, on obtient

3 - ~
y2:—§x2+0 & 312 +2y°=C powr C,C €R,

qui sont des équations d’ellipses (voir Fig. 2).

ii1) 11 faut de nouveau d’abord trouver 1’équation différentielle de la famille de courbes données
qui s’obtient en dérivant ’équation x2 +2y? = ¢ des deux cotés par rapport a x (" dérivation
implicite”, cf. Analyse I). Ceci donne 2x + 4yy’ = 0. L’équation différentielle des courbes
orthogonales se déduit en remplagant y' par —1/y" (cf. cours):

—1
2z +4yy’ =0 = 2x+4y(7> = 0.

3



Par séparation des variables et par intégration, on obtient y = Cz? pour C € R quiddnt
des équations de paraboles (voir Fig. 3). Il manque la courbe x = 0 qui n’est pas raphe
d’une fonction de x. Elle peut étre obtenue de y = Cz? apres division par C da

C' — oo (voir plus loin dans le cours).

Exercice 3. (Equations linéaires)

i) L’équation est de la forme ¢’ + p(z)y = q(z) avec p(z) =4 et ¢(x) = 3sin(2z).

4

a) La solution de I'équation homogene est yo(x) = e %, avec z € R.
(a) q g Y :

(b) Selon la méthode des coefficients indéterminés (voir le cours, méthode ¢) avec r =
A=0,a=2,q(x) € vect {sin(2z)} = y,(z) € vect {sin(2z), cos(2z)} on pose :
Yp(z) = Cy sin(2x) + Cy cos(2z).
On obtient (substitution dans I’équation)

(12 cos(2x) — Cy2sin(2z) + 4C sin(2x) + 4C5 cos(2x) = 3sin(2x) + 0 cos(2z)

et en comparant les coefficients on trouve les équations 2C; + 4Cy = 0 et 4C, —

3
2Cy = 3, avec la solution (voir algebre linéaire) C) = = et Cy = 10 On a donc

3 . 3
yp(z) = R sin(2x) — 1 cos(2x).

(c) La solution générale est : VC' € R, y(z) = y,(x) + Ce™*, avec z € R.

i1) L’équation est de la forme y' + p(x)y = q(x) avec p(x) = . —faﬂ et

1
V1t a2

(b) On pose y,(z) = C(z)yo(z) et 'on obtient 'équation C'(z) = 4z et donc C(x) = 222
222

) =

(¢) La solution générale est VC' € R, y(z) =

(a) La solution de I’équation homogene est yo(x) =

202+ C

V14 22

, avec T € R.

Exercice 4. (Equations de Bernoulli)

i) Tout d’abord on a la solution triviale y(z) =0 pour z € R. Pour trouver des solutions
non-triviales on procéde comme au cours (§ 1.6.2). Onpose u =y =y =3, o' = -3y~ 4/

et on multiplie ’équation donnée par —y—i :

3 3
Yy —y=axy* = Y+ =3 = u' +3u=-3x.
Y )

Comme I’équation différentielle en u ainsi obtenue est linéaire, on peut la résoudre en trou-
vant une solution de I’équation homogene associée et une solution particuliere de ’équation
complete par la méthode des coefficients indéterminés. On trouve

1
Upom (7) = Ce ™, C € R et Upart(€) = Axr + B avec A= —1, B= 3

4



si bien que la solution générale est

1
u(T) = Upom (T) + Upart (1) = Ce™ + -7 CeR, zeR\{z|u()

Le domaine de u(x) n’est pas R parce que u = -

-5 nhe peut étre zéro.

Les solutions y de I’équation initiale satisfont donc ¢ = %, ¢’est-a~dire

y(x) = sur les intervalles ouverts sur lesquels u(z) > 0,

y(x) = —3—() sur les intervalles ouverts sur lesquels u(x) < 0.
—u(z

Pour illustrer les domaines de définition de y(z), on considere les trois valeurs de C' pour
lesquelles la fonction u(x) est représentée a la Fig. 1.

En notant les solutions avec C' = ¢ par y. et u., on a

yﬁbﬁ, v €] - oo,

() = —ﬁ . aelbod
Yoala) = —ﬁ . ael-ooal
vaal) = gm0l
Y_oo(x) = —m , 7 E€lag,o0]

yl<x>=—ﬁm, r €] - 00,00|

w0

-2

Figure 4: : Fonctions u(z) de I'Ex. 2i pour C =2, C'= —0.2 et C' = —1 (du haut en bas).

i) Comme pour toute équation différentielle de Bernoulli on a la solution triviale y(x) =0

pour € R. Pour trouver les solutions non triviales, on fait la substitution u = y'=2 =
y=2, u' = —2y3y et on multiplie I'’équation donnée par _;% pour obtenir une équation
différentielle linéaire en w :
iy =2ty e~ e e w—Su——d@@+1)
Y y=2(x Yy i x u u = x )

>



i)

On trouve sa solution générale comme au point i) :

1
Upom () = Ce¥, C €R et Upart(z) = Az + B avec A = 2 B = 16
8r +9

= u(x) = Unom (T) + Upart () = Ced* + 6

CeR, ze{reR|u(x)>0},
ou la restriction du domaine est analogue au point i) sauf qu’il faut avoir v > 0 ici (cf.

définition de u).

Les solutions y de ’équation initiale satisfont donc @% = u, c’est-a-dire

1 1
= CeR, z¢€]labf,

y(z) = ,
u(z) [Cese 4 Szt

ot a,b € RU{zxoo} sont tels que u(z) > 0 pour tout = € ]a, b].

De nouveau faut effectuer le changement de variable u = 1/y?, v’ = —?%y’ afin d’obtenir
une équation linéaire :
2 2 2 2u
y,+g:m2y3 o __3y,+__3g:__3x2y3 N w -t 92
x Y Yo Y x

On a 5
Unom () = C exp(— / - dz) = Cexp(2In |z|) = Ca?, CeR

et on pose (variation de la constante) upa(2) = C(x)2? comme solution particuliere. Ainsi

C'(z)2® = —22° <= C'(z) = -2

dont une solution est C'(x) = —2x. On obtient donc comme solution particuliere
Upart (T) = —22°
et donc
| =00, 0] C>0
u(z) = Co? — 223, CeR, ze4]0,%] C>0
] —00, ¢ C<0

)
En fait on ne peut pas définir u pour tout x € R parce que u = 1/y*> > 0. Ainsi il faut

trouver les intervalles olt u(x) > 0. Sur ces intervalles-1a on peut alors écrire y = 1/1/u,
c.-a-d.

) | —00,0] C>0
— ¢
y(x) = TR C eR, r €110, 5] } >0



Figure 1: Des courbes xy = ¢ (en pointillé) Figure 2: Des courbes 3* = cz? (en pointillé)
et leurs courbes orthogonales. et leurs courbes orthogonales.

Figure 3: Des courbes 22 + 2y? = c et leurs courbes orthogonales.
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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 3A

Echauffement.

On pose le changement de variable = = p(u) = u?, ¢'(u) = 2u . Comme (0) = 0 et p(2) = 4,
les bornes de u sont a = 0 et § = 2. Ainsi

4 2 2 2
/ VT g / 2 g
0o V1++yx o Vi+u
Pour calculer I'intégrale en w, il faut encore un changement de variable. On pose wu = ¥(t) =
t2—1, ¢'(t) = 2t. Comme ¥(1) =0 = a et ¥(v/3) =2 = 3, les bornes de t sont 1 et /3.

Ainsi

2 2u2 \/g t5 2t3

du = A2 = 1) dt =4 ———+t]
/0 1+u /1 ( ) [5 3

V3

1

93 1 2 16v/3 32
=422 o34 V3 oS )= S
(5 V3+ V3 513 ) 5 15

Exercice 1.

i) On résout d’abord le systéme donné en inversant la matrice:
Ci'(x)\ _ [ cos(z) sin(z) - 0
Cy'(x))  \ —sin(x) cos(z) tan(z)

= o (o) ") () = ()

Donc on obtient facilement qui Cy(x) = / sin(z) dx = — cos(z) (rappelez-vous qu’on n’a
pas besoin des constantes d’intégration pour une solution particuliere).

Pour trouver C}(z) observons que

,,« —sin(z)?  cos(z)? -1 cos(a) — 1
) = cos(xr)  cos(x) (%) cos(z)
et donc )
Ci(x) = sin(z) — / cos() dzx .



Pour calculer cette derniere primitive, on pose le changement de variable z = =

1
VI—t2

arcsin(t) , donc ¢'(t) = Par la formule du changement de variable (cf. falys

on a

1 1 / B ] ,
/—Cos(x) dzx /mw (t) dt—/ ) ¢'(t) dt

1 1 1 1
dt= | ——dt=[ ——
V1—12 V112 /1—t2 /(1+t)(1—t)
1/ 1 1 1
- dt = (1 14¢) —In (|1 — )
/2(1+t+1 t> p (I (1) = In (J1 1))

- ([ - () - | e
am{feE) ()

cos(z)
) et donc

)

1 + sin(z)

Ainsi Cy(z) = sin(z) — ln(‘ cos(x)

Ypart (€) = C1(x) cos(x) + Ca(x) sin(x)

_ [sin(x) _ m(’ L+ sin(z) ﬂ cos(x) — cos(x) sin(x)
)

cos(z)
i) Les points problématiques sont ceux ou cos(z) = 0 ou 1+ sin(z) = 0. La fonction f est
donc bien définie sur tous les autres points, c.-a-d. sur R\ {x € R | z = § + n7 avec
n € 7Z}.

Pour 3, = § +2nm, ona cos(zy,) =0 et 1+sin(zy,) =2, et pour tout n € N

))

= lim (— cos(z) In(|1 + sin(z )|)) +£}}T <COS(1?) 1n(|cos(:c)|)>
im (

1+ sin(x)
cos(x)

= — cos(x) 1n<

1 + sin(x)
cos(x)

lim f(z) = lim (— cos(z) ln<

T—T2n x—)z

2

— cos(z)) - hm In(|1 + sin(z)|) —l—?lJig(l] (yIn(lyl))

2

ou la derniere limite en y est calculée par Bernoulli-I'Hospital. En effet, les hypotheses

In(|y|)
1/y

d 1
cas y > 0 et y < 0 mais comme d—yln(|y|) = ; pour y > 0 et pour y < 0, il suffit de

sont satisfaites si on écrit ylIn(|y|) = (le vérifier). A priori, on devrait séparer les

calculer une seule limite :




Si on définit f en ces points par f(z2,) = 0, elle est continue en ces points (on a
fait un prolongement par continuité).

Similairement, pour o, = 5+ (2n+ 1)m = & 4+ 2nw, on a  cos(Tant1)

1 + sin(x9n41) = 0. Ainsi
lim f(z) = lim (— cos(x) ln(‘ 1+ sin(x) ))

T—T2n+1 gjﬁ)% COS( )
1—
= lim | —sin(z) ln( .Ls(x) )>
20 sin(z)

i)

("
(r5l)
(

20 1 + cos(x)
= }gr(l) — sin(z) In(|sin(z)|) ) + ilir(l] <sin($) In(|1+ Cos(x)|)>
= ztlzli% (—yIn(ly])) + }slg(l) (sin(z)) -glﬁii%ln(ﬂ + cos(z)|)
—0+0-In(2) =0,

Si on définit f en ces points par f(z9,11) = 0 (prolongement par continuité), elle est aussi
continue en ces points et donc sur tout R.

ii1) Les points qui pourraient poser probleme pour la dérivabilité sont les points ou f n’était
pas continue a la base, ¢’est-a-dire {xn =5+nm:ne Z}.

Etudions d’abord la dérivabilité de f en les points de la forme z5,. Pour ces points on a

—cos(z) = sin(z — I) =sin(z — Z — 2n7) = sin(z — 2,) ,

et donc
. f@) = flwon) _ lim — cos(x) ln(’l + sin(z) )
Ty, T — Top T Loy L — Top COS<1')
— fim sin(x — x9,) ln( 1+ sin(z) )
Ty, T — Top cos(z)
= lim sin(w = 2an) | lim (ln(|1 + sin(z)|) — In(] cos(m)|)>
mg)x2n T — x2n mg)x2n

=1-(In(2) + o0) = 0

parce que lim —In(|cos(z)|) = co. Ainsi f n’est pas dérivable en x5, pour tout n € N.
zﬁan

Pour les points de la forme 25,1 on a

—cos(z) = —sin(z + Z) = —sin(z — (=% — 2n7)) = —sin(z — Top41)
et donc
lim f(@) = fl@onia) _ lim cos(z) ln( 1 + sin(z) )
T=Top 19 T — Topt1 T=Ty, 1 T — Lopi1 COS(I‘)
~ m _sin(x — w9n41) ln( 1+ sin(z) )
T=Topyq T — Ton+1 COS(Z‘)

— (1) (~50) = 0

3



1 + sin(x)

Ty, 4y cos(z)

parce que lim ln(‘ ) = —o00. Ainsi f n’est pas dérivable en x5, 1 pour tqAt

n € N.

La fonction f n’est donc pas dérivable en x,, = 7 + nm. Ceci est une conséquence du fait
que f est solution de I’équation différentielle y” + y = tan(x). En effet, si f était (deux
fois) dérivable en ces points, on aurait une contradiction parce que le membre de droite
tan(z) n’est pas défini en ces points.

iv) Le produit de deux fonctions périodiques est périodique si le rapport des périodes est
rationnel et la composition d'une fonction quelconque avec une fonction périodique est
périodique. Ainsi la fonction f est périodique en tant que produit des fonctions — cos(z)

ot In <‘ 1 + sin(z)

) qui sont les deux 27-périodiques.

cos(@)
v) On a
flx+7)=—cos(z +7)In ( 1 jozi(r;(i;)ﬁ) >
_ cos(z) In (‘%ﬁg) ) .

1 —sin(x) ) = 111( (1__C(S)lsn ()1(41r:1:n ) )|>
=1In ( G ')

—cos(z)(1 + sin(x
=In ( COS(x ) —lo (’

|

1—i—sma:

cos(z) D
— cos(z) (1 + sin(z))

<)

1+ sm cos

et donc f est bien mw-périodique.

Voici encore les graphes de f

L _r 05 T 3
-2n &L T 2n
| -
T T T I T T T T T T T T >

et de f':
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Exercice 2.

1)

i)

Pour résoudre cette équation linéaire du 4° ordre a coefficients constants, on utilise la
généralisation de la méthode vue pour les équations du 2¢ ordre.

L’équation caractéristique de I’équation différentielle donnée est A* —\2 —12 = 0 et admet
les racines

)\172 = :|:27 )\374 = :|:\/§Z

Comme toutes ces racines sont des racines simples, la solution générale de 1’équation ho-
mogene associée est

Ynom () = C cos (\/§x> + Cy sin <\/§x> + C3e® 4 Cpe™" .

Par la méthode des coefficients indéterminés, une solution particuliere de ’équation com-
plete est de la forme Y. = Az + B, ce qui mene a 'équation — 12(Az+ B) =122+ 5,

5
d’ou on obtient A = —1et B = I3 La solution générale est ainsi

Y(2) = Ynhom () + Ypart(x) = C4 cos <\/§x> + Cy sin <\/§$> + O™ + Cpe™™ —x — 2,
x,C1,0,,C5,CLeR .
L’équation caractéristique est A3 — 52 4+ 3\ 4+ 9 = 0 et ses racines sont
A1 =3 avec p; =2 et A=—1 avecpy=1.
La solution générale de I’équation homogene associée est alors
Yhom (7) = Py(2)e + Coe™

ou P(z) = Cy+ Cyz est un polynome de degré py —1 = 1 et les constantes Cy, Cy, Cy € R.

Pour appliquer la méthode des coefficients indéterminés, on regarde si les membres de droite
et leurs dérivées satisfont ’équation homogene. Clairement e~ est une solution et sin(x)
n’en est pas (regarder la solution générale ynom). La fonction xe™ ne satisfait par contre
pas I'équation homogene. Ainsi une solution particuliere ypa est de la forme

Ypart = Aze * + Bsin(x) + C cos(z) .

bt



et ses dérivées sont

Ypart = Ae™" — Axe™ + Bcos(z) — C'sin(z)
Ypart. = —2Ae™" + Aze™ — Bsin(x) — C cos(x)
Ypart = 3Ae" — Aze™® — Bcos(z) + C'sin(x)

Si on met ypare dans I’équation différentielle donnée on obtient

16Ae™® + 2B cos(z) + 14C cos(z) + 14Bsin(x) — 2C'sin(z) = e + sin(x) ,

d’out
16A=1, 2B+ 14C' =0 et 4B —-2C =1.
. 1 7 o 1 . .
Les solutions sont A = {5, B = 5 et ' = —355. Ainsi
re 4 o sin(e) — oo cos(a)
art = ——=X€ —sin(x) — — cos(x
Ypart = 76 100 100
et la solution générale de 1’équation donnée est
Y(T) = Ynom (7) + Ypart (7) = Coe® + Crwe®™ + Coe™ + ixe_x + T sin(x) — L cos(x)
om part 0 1 2 16 100 100 )

ou .ZC,C(),Cl,CQ eR.

Exercice 3.

i)

i)

L’isocline associée a la pente ¢ de I'équation différentielle v/ = f(z,y) est donnée par
flz,y) =c.

Comme y = 0 n’est pas solution de I"équation y?y' +2?> =0, on a f(x,y) = —:—; avec
y # 0. Les isoclines associée a la pente ¢ sont donc données par I’équation

72
ct+—5=0 < cff +12=0.
)

$2

Pour ¢ = 0, cette équation décrit la droite z = 0. Quand ¢ # 0, on a y?> = —— ce qui
c

implique que ¢ < 0. Les isoclines dans ce cas sont

y==

x
avec ¢ <0,

V—c

donc aussi des droites (deux pour chaque pente ¢).

Les isoclines pour 3 € {0, —1—10, —%, -1, -2, —8} et les trajectoires intégrales pour les

conditions initiales données sont représentées a la Fig. 1.
L’équation différentielle y?y’ 4+ 22 = 0 est une équation différentielle & variables séparées
vidy = —adx |

dont la solution générale est obtenue par intégration (ne pas confondre la pente ¢ et la
constante d’'intégration C'):
1, 1

C
§y:_§x3+§’ CeR VN y()’=C—-41°, CeR



N

c=-01 c=-05

Fig. 1: Les points indiquent les conditions initiales données.

Comme y(0)* = C, les solutions pour les conditions initiales données correspondent aux
choix de C' = —1, C' = 0 et C' = 1 et I'on obtient respectivement (voir la remarque en
bas) les solutions maximales y(x) = v/—1 — 23 sur |—oo, —1[ et y(z) = —v/1+ 23 sur
|—1,+00| (cas C = —1), y(z) = —z sur |—o0,0[ et y(x) = —x sur |0, +oo[ (cas C' = 0),
y(z) = V1 —a3 sur |—oo, 1] et y(z) = —v/—1 4 a3 sur |1, +oo| (cas C = 1). On vérifie
alors que ces fonctions correspondent aux trajectoires sur la Fig. 1 (C' = —1: courbe
inférieure; C' = 0: droite y = —z; C' = 1: courbe supérieure).

Remarque : réécrite sous la forme requise par le théoréme d’existence et d’unicité I’équation

devient : )
, x

Yy =—— = flz,y)
Y2
. o o . of . .
Cette fonction f, ainsi que la fonction dérivée partielle = (x,y) = 2— (voir la semaine
Yy

dy

6 pour les détails), sont des fonctions rationnelles et donc continues en tout point de leur



domaine de définition
D = {(z,y) e R*: y £ 0}

(voir la semaine 5 pour les détails). On a donc une solution unique de l’équation dy ntielle
passant par tout point de D. Les points de la forme (z,0) ne sont pas couvert par le
théoréme d’existence et d’unicité (au moins pas si on cherche une solution qui passe par
ces points sous la forme d’une fonction y(x)). Ceci se manifeste dans les solutions par la
divergence de y'(z) enx = —1 (cas C = —1) et enx =1 (cas C =1). Le cas C =0 est

encore plus particulier. On pourrait admettre que la fonction y(x) = —x soit une solution
de léquation différentielle sur R dans la mesure ot lin’(l) flz,y(x)) =—-1= 1iII(1) y'(x).
Tr—r o d



Exercice 4.

i) L’équation différentielle y' =5 (y4)l/ ® st A variables séparées. Par intégration on obgent

dy

_ 15 _ .. (B
—5<y4>1/5—d:v & y’P=x—-C, CeR & y=(x—-0), CeR.

De plus, on a la solution triviale y = 0 qu’on avait perdue en divisant par (y4)1/ .

Avec ceci, on n’a pas encore trouvé toutes les solutions de I’équation donnée. Il manque
les combinaisons par morceaux des solutions décrites ci-dessus, combinées de telle sorte
que le résultat soit une fonction continument différentiable. Les trois éléments qu’on peut
combiner sont donc les parties positive et négative de la fonction (x — C')° pour des valeurs
distinctes de C' et la fonction triviale y = 0. L’ensemble des solutions est ainsi donnée par

(x—C)° =<
y(z) =0 Gy <z <0y ou C,C,eR, ) <y (1)
(I’ — 02)5 x > CQ

5
y(:v):{x ¢y e<C on CeR

0 x>C
0 z<(C
= - u CeR
y() {(x—0)5 z>C o

y(x) =0, xz€R

Notons que la solution obtenue par intégration, y(z) = (z — C)?, correspond a (1) avec
Cl - 02.

i) Pour que y(—3) = (=3 — C)®> = —1, il faut que C' = —2 et pour que y(2) = (2 — C)° = 1,
il faut que C' = 1. La trajectoire cherchée est donc la solution (1) avec C} = —2 et Cy = 1.
C’est la courbe épaisse sur la Fig. 2 qui montre quelques solutions y(z) ainsi que les points

(=3,-1) et (2,1).
/
i |
|
s/
/

<

N

=




Exercice 5. (QCM: probleme de Cauchy)

La solution y(z) de I’équation différentielle x ¢/ —y = x pour x € |0, oo[ avec la condition milale
y(1) = 0 vérifie

[ Jy(@2) =) [ y2)=-2m(2)

B2 =2m0® [ Jy@)=2m(©2)+2

Exercice 6. (QCM: séparation des variables)

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle 1y/sin(y) = (4a® + 3z) cos(y)? qui sont
définies sur tout R est donnée par :

[ ] y(z) = +arcsin (

B /(») = +arccos (2%4 T C)

[ ] y(z) = £arccos <6_2w4+§w2+0) +2km,avec C > 1et k €Z

2x4+3xz+c)+2’f7T7aVechletkeZ

+2km,avec C' > 1et ke Z

—1
[ ] y(z) = +arccos <2$4+3x2+0) +2km,avec C' > let k € Z

Exercice 7. (QCM: séparation des variables)

La solution y(x) de I'équation différentielle ' — cos(z)y + cos(x)y*> = 0 pour z € R avec la
condition initiale y(0) = % est :

1 1 .
| e —— ) yle) = —Ee—mw

1 + e~ sin(x)
1 1
|:| y 1+ esm( ) I:l y 1 + e*%sm(x)

Exercice 8. (QCM: probleme de Cauchy)

La solution y(z) de I’équation différentielle y” — 8y’ 4+ 41y = 0 pour = € R avec les conditions
initiales y(0) = 7 et ¢/ (0) = —2 est :

[ ] y(z) = & (7008(496) - % Sin(4x))

[ ] y(2) = (=372 + 7)€
|:| y(x) = 37e* — 30e>
B /(») = ¥ (Tcos(5z) — 6sin(5z))

10



EPFL Pete er
Section PH 8

Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 3B

Echauffement. (Invariance d’échelle)
Supposons que y;(z) est une solution de I’équation ' = f (Q>’ et soit pour C' € R* la fonction
T
1
yo(z) = ol y1(Cz). Alors on obtient

et = i(Ca) = 1 (252 ) = 7 (24),

X

ce qui montre que yc est aussi solution de I’équation.

Exercice 1. (Equations homogenes)
i) Pour y # +x on peut réécrire I’équation comme

) 2zy
y g

= f(x,y) :

I‘Q—yQ

af
Comme on verra dans la suite du cours, la fonction f, ainsi que la fonction — sont les

y
deux continues sur D = {(z,y) € R?: z # +y}. Par le théoréme d’existence et d’unicité,
I’équation différentielle doit donc avoir une solution unique en tout point de D. Le

comportement des solutions proche des diagonales x = y et © = —y sera discuté sous ii).
L’équation est homogene :
2(;)
, 2my T
y _xQ_yQ - 1_(%)2
x
Comme vu au cours, on pose y(x) = zv(x), donc y' =v+ v et on obtient I'équation
v+ av = 2v
1=

A noter que les points (x,y) sur les diagonales sont maintenant caractérisés par v(z,y) =
+1. On enclenche la méthode de la résolution par séparation des variables qui donne
successivement, pour = # 0 et v # 0 :

1—? 1
A
v+ v3 T
puis en utilisant que
1—0% 1 —2v

v+v3_5+1+02




(méthode de la décomposition en éléments simples) on obtient apres intégrati

Kl
ln(leU2 =In(C |z), C >0,

d’ou (“fin de la parenthese séparation des variables”), ’équation pour la fonction v(x) :

L@ _ o oo,
14 v(x)?

que 'on doit maintenant discuter. On commence par enlever la valeur absolue de v(x) en
augmentant le domaine de C' (voir I'exemple du cours), ce qui donne

v(x
@) ol cer
1+ v(z)?
A ce point il faut se rappeler que 'on a di exclure le point x = 0 pour utiliser la

méthode de la séparation des variables. On a donc deux familles de solutions v(x), une
sur Iintervalle x > 0, qui satisfait

{VC € R*, ﬂ = Cu, x> 0},
1+ v(x)?
et une sur U'intervalle x < 0 qui satisfait
. v(z)
{VC’GR, —— = —Cu, x<0}.
1+ v(x)?

La constante C' étant arbitraire on peut réécrire la deuxieme famille sous la méme forme
que la premiere,

v(x)
v R* A S
{CE , 1 v( )2 Cr, :c<0},

ce qui donne pour la fonction y(x) la familles d’équations

' y(@) .
R, AN R},
{voer, 2 p=C we }

Par résolution de ’équation quadratique on obtient les solutions suivantes :

1 1
R*, y — ol
{ VC e R, yi(x), $€_ 2‘0‘,0[,
VC e R*, yd(x) :JUE_OL ;
) C ) 72|C|7

1 1
R*, y5 — o
VO e R*, yo(z), a:E_ 2|C\’O[’

1 1
R* - _—
vC e R*, yo (o), x6_0’2|C|{ }

ou

1£+1—4C?22
2C '



On vérifie maintenant facilement que a tout point (z,y) € D, a 'exception des
la forme (0, y) avec y # 0, ainsi que des points de la forme (x,0) avec z # 0 (on"F a0
exclure v = 0) correspond exactement une de ces solutions pour exactement une vaseur
de C. En ajoutant les points de la forme (0,y) avec y # 0, ainsi que les deux solutions
y(x) =0, 2> 0et y(zr) =0, z <0 on obtient finalement la solution générale

{ y(x) =0, z>0;
y(x) =0, z<0;

) 1 1
VC € R*, yg(x), T € ——,—{;

1 1
VC e R, yo(z), z€ |- O[;

VC e R*, yo(x), =€ 0—{ }

it) Les solutions avec le signe moins correspondent & un quart d’un cercle tangent a I’axe
des x passant par x = 0 mais sans le point (0,0) et sans les points sur la diagonale (car
les intervalles sont ouverts), et les solutions avec le plus, couvrent les autres moitiés des
cercles, et de nouveau sans les points sur la diagonale (car les intervalles sont ouverts).

N

N

TN

Y1

> 1

Remarque additionnelle :
Malgré le fait que le point (0,0) ne soit pas dans le domaine D de la fonction f(x,y) (voir le
point 7)), les fonctions y () satisfont I'équation différentielle aussi en (0,0) dans le sens que

lim (yz)" () = 0 = lim f(x, yo ().

z—0



Pour cette raison certains auteurs écriront la solution générale comme suit :
{ y(x) =0, z€R;

" 1 1

1 1
R* = -
VC e R*, yq(x), xe} 210‘,2‘01{ },

mais dans ce cas on devrait encore y ajouter toutes les solutions obtenues par chirurgie a partir
des solutions y. pour différentes valeurs de C.

Exercice 2. (Equations homogenes)

Dans tous les cas il faut procéder comme discuté dans I’'Exercice 1, c’est-a-dire dans i) et i)
il faut commencer par enlever le point = 0 ou la fonction f(z,y) correspondante n’est pas
définie. A la fin on rajoute si possible x = 0 en calculant des limites, mais on ne donnera plus
tous les détails.

i) L’équation différentielle peut s’écrire comme

y = yln<y> .

T o\x
Comme vu au cours, on pose y(x) = zv(x), et donc ¢y =v+x v et on obtient I'équation
v+zv =vin(v),

puis on enclenche la méthode de la séparation des variables

dv _d_x

v(In(v)—=1) 2’
et on trouve :
In([In(v) — 1|) = In(|z]) + In(C), C >0
& @) —1]=Clz|, C>0
& @) =1+Clzl, C+0.

En substituant J pour v, on a
x
ln(g>:1+C’x & y=zeT C#£0. (1)
x

En divisant par v (In(v) — 1) on a perdu la solution v(z) = e pour x € R, qui correspond
a y(x) = ex pour z € R. Or, cette solution est obtenue en prenant C' = 0 dans (1). Ainsi
la solution générale recherchée est (cf. Fig. 1)

{VC eER,y(x) =z € R} .



i)

iii)

Comme vu au cours, on pose y(z) = zv(x), et donc y = v+ xv et on ob ur
I’équation différentielle homogene
r \z

I’équation a variables séparées
vtazv =v(v+2) & zv=v(w+1)

puis on enclenche la méthode de la séparation des variables :

dz dv 1 1
—=—7=|-- dv,
r  vv+1) v ov+1

et en intégrant on trouve

In(|v|) = In(Jv + 1]) = In(Jz|) — In(C), C >0 =3 C ek C#0.
v
En substituant J pour v,
x

ct x?

%+1:x & Cy=uz(y+x) & y=co (2)
En divisant par v(v + 1) on a perdu les solutions v = 0 et v = —1 qui correspondent aux
solutions y = 0 et y = —x . Tandis que la derniere est obtenue en prenant C' = 0

dans (2), la premiere n’est pas un cas particulier de (2).
La solution générale de 1'équation différentielle donnée est ainsi (cf. Fig. 2):

2

T
{vc¢o, s wel-x,0]
x2
YC 0, e z €]C, 00 ;
-, relR;
0, zeR }

On commence de la méme maniere pour les trois cas: on récrit ’équation donnée en
divisant le numérateur et le dénominateur par x avant de faire le changement de variable
y—v==~4 9y =vt+av:

a -+ bu
c+d-v

a+ bY Y
y = c—|—dz :39<E) & v+av =gv) =

Si d # 0 (ce qui correspond au cas plus intéressant), on obtient I’équation

dv  a+bv—v(c+d-v) a+(b—cv—d-v?

ZE%_ c+d-v c+d-v

ct+d-v dx v+ dx
dv = — & —
a+ (b—c)v—d-v? x V24 Sy —

qu’on doit intégrer des deux cotés (notez bien la différence entre dv et d - v).

5



1) Dans ce cas le membre de gauche est

Figure 1

Figure 2

3
/l) _— =
5 2___ Pour I'intégrer, on doit le décomposer
v? =20 —
en éléments simples (cf. Analyse I). La décomposition dépend des racines du dénominateur

qui sont

24+ +/8
Ao = 5 =142
La fonction rationnelle s’écrit alors

v—3 A B (A+ B)v — ANy — B\

v2—2v—1:v—)\1+v—)\2_ v2—2v—1 ’

ce qui mene au systeme

AvB=1 A+B=1
Adg+ B) =3 A-B=;L

8 8 8
notation on continue d’écrire A, B, \1, Ay pour l'instant. L’intégrale est alors

v—3 A B
/02_202_ - alQJ:/U_>\1 dv+/v_)\2 dv=Aln(Jv — M\1|) + BIn(Jv — X2])

si bien que la solution v(x) de I'équation différentielle satisfait (pour C' > 0)

Ainsi A = %— V2 14 — \/5) et B = %—l— V2 %(4—1— \/5) Pour simplifier la
I'i

C
Aln(jv — M)+ Bln(jv = \o]) = —In(Jz)) +In(C) < | —M|Hv = \|P = Ek

En remplacant v = Yona
x

B C
== o |y=Mz/y = \z|® = Clz|ATEL.

2]

A
WL
Xz T




Or, A+ B =1 (cf. plus haut), ce qui fait qu’on obtient finalement

4—V2 4+v2

Coly(e) - (1-V2)z| © =, C >0

y(z) — (1+V2)x

Comme les deux exposants ne sont pas égaux, on ne peut pas isoler y dans cette

équation, la solution est donc donnée sous forme implicite.
v+5 )

v2+204+1  (v+1)2

v+5 v+1 4 4
/md?)—/mdv“—/md’U—ln(|'U+1D—m,

et donc la solution v(z) de 'équation différentielle satisfait (pour C' > 0)

2) Dans ce cas le membre de gauche est

. Son intégrale est alors

4 4 C
1 1) — ——=-1 In(C' & 1 —— ==
o+ 1))~ 1 =~ In(la]) + 1n(C) o tlen(- ) = 5

En remplacant v = Y ona

Xz
Y ‘ 4 C 4z
Z+1 — = — & - =C, C>0
’$+ exp( %—i—l) 7 ly + x| exp( St

Comme avant, on ne peut pas donner une solution explicite pour cette équation.
3

v L , .
3) Dans ce cas le membre de gauche est 2—21 Le discriminant du dénominateur
/Ij p—

vaut —1, c¢’est-a-dire il n’y a pas de racines réelles. Il n’y a donc pas de décomposition
plus simple pour intégrer cette fonction rationnelle de sorte qu'on doit faire des ma-
nipulations bien choisies en haut et en bas pour intégrer.

3 1
v—3 Lov—1)—1
vi—v+ 3 v?—v+ 5

2—11-1—% et u=v—1 u =1.Ainsi

2
3
U__
2—21dvz
v —U+§

ou q(v)=v

In(|g(v)|) — 2 arctan(2u)

n

et donc la solution v(z) de 'équation différentielle satisfait (pour C' > 0)

1
—ln(
2

N~ N~

1
v — v+ §D — 2arctan(2v — 1)

2 1 —
v:—ov+ 5‘) — 2arctan(2v — 1) = —In(|z|) + In(C)

eXp( — 2arctan(2v — 1)) — g

1}2—1)—|—1
2 x|

=




)

En remplagant v = J on a
x

2
exp (—2 arctan (_y — 1)) = g
x |z
20 —x
& \/ exp(—Qarctan( . )):C’, C>0

Comme pour les deux cas précédents, la solution peut seulement étre donnée sous forme
implicite.

2 1
vyl
2 o 2

2

2—.T _|_$_
Yy Yy 9

azr + by
cr + dy

On a donc pu observer que les solutions y de I'équation différentielle ¢y’ =
satisfont f(z,y) = C avec f: R? - R, et C > 0.

Pour ramener cette équation qui n’est pas homogene a une équation homogene, on fait
le changement de variable + — z + xp, y — ¥ + Yo, oU xg,yo sont des constantes a
déterminer. Géométriquement ce changement de variable revient a une translation de
l'origine par (zo,yo), voir Fig. 3.

Tout point du plan, comme par exemple P, peut donc

y(x) V()
étre exprimé comme (z,y(z)) ou comme (Z,y(Z)).
Les relations entre ces deux expressions sont
P
r =2+ X
[ — | . y(x) = 4(T) + o,
ce qui fait que, puisque §(Z) = y(Z + xo) — Yo ,
X a— a
X0 —! (= y y /(=
T)= 5= — =y(T+x
7@ = 55 = 5], ~V(@+a
Figure 3

On peut donc écrire I’équation différentielle en y

a(Z + x0) + b(Y(Z) + yo) + 7
o(Z + x0) + d(y(T) + yo) + s

7 (7)) =9 (z+x0) =

)

ou, sous forme plus courte,

, a4+ by +axo+byo + 1
cx +dy+ crg+dyo+s

On choisit alors xg et yg tels que

axg+bys+r=0 o To\ 1 d —=b\[(-r)y 1 bs — dr
cxo+dyo+s=0 Yo/ ad—bc\—c a ) \—=s)  ad—bc \cr—as
pour autant que ad — be # 0. Si ce déterminant est nul, le systéme a soit une infinité de

solutions (c.-a-d. on peut librement choisir o ou ), soit il n’a pas de solution et donc on
ne peut pas écrire I’équation sous la forme voulue.

On a ainsi une équation de la méme forme qu’au iii) et on pourrait donc la résoudre de
la méme maniere.



Exercice 3. (Equation de Riccati)

i) Comme y; est une solution de I’équation donnée, on obtient pour y, pourvu que (u(z) # 0,

I 1\? 1
(y1+—) :a(y1+—) +b<y1+—>+c
u u u

u 1 1
& yi——zza(yf+2£+—2)+by1+b—+c
u U u
! b
& —£=2aﬂ+%+
uoou

" & U4 (2ay +b)u=—a.

u
i1) La méthode de i) permet de trouver la solution générale de I'équation différentielle de

Riccati
I _i 2 + i
y= 3xy 3z

a partir d’une solution particuliere trouvée en tatonnant. C’est le plus facile de chercher
une solution constante; en 'occurrence on trouve la solution particuliere y; = 1.

Posons donc y = y; + % =1+ % Alors u satisfait I’équation différentielle linéaire

L’équation homogene associée est a variables séparées:
du  dx
Su 3z

& u=+Clz|??, C>0 < u=Clz]?? CeR\{0} (4)

8 ~ ~ - ~
fuf = e[ +In(C), C>0 & |ul= Clz|*?, C>0

Pour C' = 0, on obtient la fonction triviale qui est aussi solution de I'équation homogene
associée a (3) si bien que C' € R dans (4).

En observant que tpa = —% est une solution particuliere de (3), on a finalement
N 1 -
U(T) = Unom () + Upar () = Clz|¥/3 — Y CeR, z€]—00,0[ ou z€]0,00[. (5)

Pour C # 0, la solution y de Péquation de Riccati s’écrit

L Clz*? + 3 _ |z[¥® + ok _ PR+
u(@)  Clafs -1 (e - 2B -C7

y(z) =1+ C#0, (6)

Cette fonction n’est pas définie lorsque |z|33 —C' = 0, ce qui peut seulement arriver quand
C > 0 (cf. résumé ci-dessous).

Pour C' = 0 dans (5), on a y(z) = 14+ - = 1—2 = —1. La solution particuliere y; (z) = 1

est obtenue de (6) avec C' = 0.



En remarquant que contrairement a (3), I’équation de Riccati est aussi définie potlr = ,
on résume ses solutions:

8/3
{ (x) = 2+ C C>0, x€ —00,—C%% ou x€|]—C3¥ C3% ou z€]C38 00|

O

GEae
yJZ—|I|8/3—_C, C <0, relR
y(x) =1, C =0, r€eR
y(x) = —1, C = oo, xER}

Exercice 4. (Equation de Clairaut)
De I'équation
/

2
(y—zy) =2y
on obtient les équations de Clairaut y = xy’ + f(y') avec

) = £V -2y

y=azp+ f:(p)-
On dérive une fois par rapport a = et ’on obtient

On pose p = ¥/, et on obtient

p=p+azp + fLlp)p,
si bien que
P (z+ filp)) =0.
Cette équation a les solutions p/(z) = 0 c’est-a-dire p(z) = C' et donc pour C < 0 les droites :

y(z) =Cx+ f1(C)=Czx £ vV-2C.

L’autre possibilité est que =+ f(p) = 0 et on obtient la solution sous forme paramétrique avec
peR_:
1

1 1
= + =+ + =2y = +£—+/—2¢'
y=ap+ [+ (p) /_2]9 y 2=V Yy 5 vV Yy

ou d'une maniere explicite en éliminant p :

r=—fi(p) =+

10
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 4A

Echauffement

L’intérieur X de X est I'ensemble vide. L’adhérence de X est I'ensemble
X ={(z,y,0) e R*: 2> +¢y* < 1}.

Donc on a pour le bord X = X \ X = X. L’ensemble des points isolés est I’ensemble vide, et
I’ensemble des points d’accumulation est donc aussi égal a X.

Exercice 1.
L’ensemble des points d’accumulation consiste des points dans X ainsi que des points du bord
de X qui ne sont pas des points isolés. Pour a € X il existe par définition un r > 0 telle que la

la boule

3 r

boule ouverte B(xz,r) C X C X. On considere pour tout entier k > 0 et ry = 1

ouverte B (a,ry) C B(x,7) C X C X et choisit 2 € B (a,r) )\ {a}. Par définition de la boule

ouverte on a ||z — al| < 7 et donc klim |z — al| = 0 ce qui par définition de la limite veut dire
—00

que klim x = a. Pour les points a non isolés du bord de X on choisit pour tout entier £ > 0 et
—00

rE = la boule ouverte B (a, ). Par définition des points du bord on a que 'intersection
k+1

I, = B(a,r;) N X C X est non-vide. Si a ¢ X on choisit 23, € I, C X quelconque. Sia € X,
alors a € [, mais puisque a n’est pas un point isolé du bord I C X doit contenir un point
x # a, car I, = {a} veut dire par définition que a est isolé. De nouveau, par construction,

lim ||zx — al|| = 0 ce qui par définition de la limite veut dire que lim z = a.
k—ro0 k—ro0

Exercice 2.
Soit (zx)k>0 une suite convergente dans R"™, c’est-a-dire telle qu'il existe a € R™ tel que :

lim z, = a.
k—o0

Par définition ceci veut dire que pour tout € > 0 il existe ky tel que pour tout k£ > ko,
|zr — al| < e. Soit donc e =1 et kg tel que pour tout k > ko, ||z — al| < 1, et soit

¢ = max{ ol .. lzesll, 1+ flal}
Alors pour tout £ > 0 on a ||zx|| < C, car par définition de C'
|lz|| < C pour k=0,...,kg—1
et, en utilisant 'inégalité triangulaire, on a pour k > ko
k]l < [[(z = a) +all < flal] + [Jzx — al| < lafl + 1.

Par définition de C on a donc aussi dans ce deuxieme cas que ||zx|| < C. La suite est donc
bornée car pour tout k > 0, x5 € B(0,C).



Exercice 3.
i) On démontre les bornes entre la norme || |2 et la norme || ||; par récurrence su
i) Pour n =1 on a pour x = (z;) € R* =R que ||z||; = ||z|2 = |z1] et les bornes sont
donc trivialement satisfaites.

ii) Soit maintenant n > 1 et supposons que pour y = (x1,...,7, ;)7 € R""! les bornes
soient satisfaites, c¢’est-a-dire :

1

n—1

lylle < flyllz <yl -

_ T .
Alors on a, pour = (x1,...,%,_1,%,) € R™

lzlls =Y el = llylls + ] = \/Ilyll% + lzal? + 2[ylllzal = A/ YIT + lzal?
=1

n—1 n
>\l + enl2 = | D22+ |wnl? = (| D a2 = ||zl
i=1 i=1

ainsi que,

n
Vitlllle = v /Il + 2 = \/ulll+ 0t > /2 i+

1
= Il + L bl 4 a3+ (0 1)

1
2
= JOllh ) = 2l + 2 Lol + (2~ 122

n—1

=\/<||yu1+\xn\)2+( 1 ||y|;1_¢n—1|mn|)

2
> A/ lyll + J2nl)” = llyll + J2n] = ll2[l1 -

Une démonstration plus élégante mais moins directe utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz
que nous verrons dans la série 6B, exercice 1. On peut en effet considérer la norme
|z|; comme le produit scalaire entre le vecteur v; = (|z1],...,|z.|)" et le vecteur
ve = (1,..., l)T. Si on a a déja démontré I'inégalité de Cauchy-Scharz on obtient alors
directement le résultat souhaité, car ||z||; = (v1,v2) < ||vi]l2 |Jvall2 = ||z]l2 /7

ii) Les bornes entre la norme || ||2 et la norme || ||, sont plus faciles & démontrer. On a :

n
lals = | 302 </ max {a3,...a2} = v max{larl,... l7al} = v 7]
i=1
ainsi que, avec ig € {1,...,n} tel que |z;| = max{|z|,...,|z,|}.

[2llco = || =




Exercice 4.

Soit a un point quelconque de R", et || || une norme. Il faut montrer que pour toute sui
dans R", xj # a, telle que klim x = a (donc par définition telle que klim |z —all2 =
—00 —00

Tim [l = o]
o0

Pour commencer, pusique toutes les normes sur R™ sont équivalentes, on a ||zy—al| < C'||zr—all2
pour une certaine constante C' > 0 et donc klirn |z — a|| = 0 pour toutes les suites sous
— 00

considération. De l'inégalité triangulaire on obtient :

el = llall = [lor — a+ all — lal]
< ok — all + [la]l = [la]l = ||z — all
ainsi que
lall = llzell = lla — 2 + il = [lzx]
< lla — @l + [lonll = llzell = [la — 2]
et donc
| lzwll = llall | < [l —all ,
de sorte que
0 < lim | [Ja]| = |lal| | < lim [Ja) —al =0
k—00 k—o0

Toute norme définit donc une fonction continue de R™ dans R.

Exercice 5.

. I’ensemble D n’est ni fermé, ni borné.
|:| I’ensemble D est borné mais pas fermé.
[ ] 'ensemble D est fermé mais pas borné.

|:| I’ensemble D est fermé et borné.
En effet, 'expression est bien définie si 4 — (z +y)? > 0 ce qui est équivalent &
—2<z+y<2.

Les équations -2 =or+y< y=-2—retx+y=2< y=2— x définissent deux droites
paralleles et D est ’ensemble des points entre ces deux droites. L’ensemble est donc ouvert et
non borné.

Exercice 6.
Pour la vitesse instantanée on a f’(t) = (—sin(t), cos(t), 1)T avec || f'(t)|| =
V(= sin(t))2 + (cos(t))? + 12 = v/2, et on trouve pour la longeur du chemin

2

l:/||f’(t)||dt:/\/§dt:2\/§7r.




Exercice 7.

i) Les fonctions fi: R — R?, f1(¢) = (14 cos(t),sin(t))”, fo: R = R?, fo(t) =
(=1 — cos(t),sin(t))T et f3: R — R? f3(t) = (=2 — 27 +¢,0)” sont differentiable sur R
et donc en particulier continues sur R. Puisque f;(7) = fo(m) et fo(27) = f3(27), on a

lim f(t) = lim f(t) = f(m) et lim f(t)= lim f(¢) = f(2m)

t—m— t—mt t—2m— t—2mt

ce qui montre que la fonction f est continue.

ii) La trace de f est (le segment [—2, 2] fait partie de la trace)

—1 +

iii) La fonction f n’est pas injective car on a :

£(0) = 127 +4) = (2,0)
ou encore
f(m) = f(2r+2)=(0,0) .
iv) La fonction f n’est pas différentiable a ¢t = 27, mais fi, fy et f3 sont différentaiables. On
a:
2m+4

T 2m
1= [unilde [Irolas [ 5ol
0 T 2T

™ 2 2m+4
:/1dt+/1dt+/1dt
0 T 27

=2r+4.

Exercice 8.

t cos(2mt), 2t sin(27t), t) avec ¢ € [0, 5]
t cos(2mt), tsin(2wt),t) avec t € [0, 5]
2t cos(27t), tsin(27t), t) avec t € [0, 5]
2 cos(2mt), sin(27t), t) avec t € [0, 5]

Ty, 2) =
T, Y, 2) =
T,Y,2) =

z) =

r,y,

L]«
L]«
M (
L] (

~~ —~ —~
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 4B

Echauffement. (Linéarité)

i) Soit y = ay; + Bys. Alors, par la linéarité de la dérivée on a y” + p(x)y + q(x)y
(a1 + Bya)" + p(2) (ayr + Bya) + a() (ays + Bya) = (awff + Bys) + pl(x) (ay) + Bys)
q(z) (ay1 + Bye) = a (¥ + p(@)yy + q(x)y1) + B (v5 + p()ys + q(2)y2) = ar(z)+ Br(z)
(a+ B)r(x) =r(x).

i) Soit y = y; — yo. Alors, par la linéarité de la dérivée on a y" + p(z)y’ + q(z)y =
(y1 = 2)" +p(@) (11— y2)" +a(@) (1 — o) = (W1 — 95) +p(x) (1 — v5) +a(@) ()1 — ) =
(W1 + p(@)ys + a(@)y1) — (5 + p(x)ys + a(@)y2) = r(z) — r(z) = 0.

iii) Soit y; et yo deux solutions de 1’équation homogene et soit y = c1y; + coye avec ¢y, ¢y €
R. Alors, par la linéarité de la dérivée on a y” + p(2)y + q(2)y = (c1y1 + coy2)” +
p(x) (cryn + o) +a(x) (cryn + caya) = (ryi — o) +p(x) (rv + cavs)+q(x) (ryn + cay) =
c (i +p()yr + a(@)yr) + c2 (5 + p(@)ys + q(2)y2) = 10+ 20 = 0.

I+ 1

Exercice 1. (Réduction de l'ordre)

Toute solution d’'une équation différentielle linéaire est définie sur I'intervalle I sur lequel les
fonctions p et ¢ sont continues (voir le cours). Ceci dit, il se peut que la fonction U de la méthode
des facteurs intégrant ne soit pas définie en les points ou la solution ; s’annule (voir 'exemple
du point i7)). Le produit U y; pourra néanmoins étre définie sur tout I par prolongement par
continuité (et sera de classe C? sur T).

i) Supposons que J C [ est un intervalle sur lequel y; ne s’annule pas et soit y = U y; une
solution sur J. Alors ¢y = uy; +U yj et vy = v/ y1+2uy;+U yY, et on obtient y”+p(x)y +
q(x)y = vy +2uy; + Uyl +p(@) (uys + Uyy) + q(@)Uy = U (v + p(x)y; + q(z)y) +
u (2yl" + p(x)y1) + v’ y1 = 0. Puisque y; est une solution de I’équation ceci se réduit a
I’équation différentielle du premier ordre pour w :

yi (@)’ + (p(x)yi (v) + 2y (x)) u = 0,

ou encore (sur tout intervalle J C I, tel que Yz € J, y;(x) # 0),

'+ <p(x) +2 zigg)u —0.

ii) On pose y(x) = U(zx)sin(x) et 'on obtient 1'équation
sin(z)u’ 4 2 cos(x)u = 0,

qu’il faut résoudre sur les intervalles ouverts ou sin(x) ne s’annule pas. Par séparation
des variables on trouve (on écrira pas les constantes multiplicatives arbitraires)




puis on integre pour obtenir

U(z) = cot(x)
et donc la deuxiéme solution cos(z) = cot(z) sin(z). On voit bien que la fonction =
cot(x) n’est pas définie en les point ou sin(z) s’annule, mais que le produit cos(z) =
cot(z) sin(z) est néanmoins définit (et de classe C?) sur tout R.

Exercice 2. (Deuxiéme ordre & coefficients constants)

Soit I’équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants ay” +by’+cy = 0.

i)

i)

De I'équation caractéristique ad?+bA+c = 0 on obtient une premiére solution y; (z) = e’*

avec A = ~5a (cas ou b? — 4ac = 0). On pose y» = Uy, avec U une primitive d’une

nouvelle fonction inconnue u. Pour w on obtient I’équation (voir Exercice 1.),

au’ + (b + 2a %(2)
y1(x)

et donc, puisque b+2a A = 0, v’ = 0. Donc v = 1 (ou n’importe quelle autre constante non

nulle), et donc U(z) = = (par exemple) et une deuxieme solution est donc yo(r) = ze®.

)u:au’—l— (b+2aX)u=0,

C’est le cas ou I’équation caractéristique a deux solutions complexes conjuguées, A = a+if3
et A = a — i ce qui donne deux solutions complexes conjugués e* et e**. Pour obtenir
une solution réelle on pose C' = % (Cy —iCy), avec O, Cy € R et on pose

— 5 1 ) 1 )
yn(z) = CeM 40 = 5 (Cy —iCh) platifz 5 (C1 +1iCy) ola—if)x
= (1" cos(fz) + C2e™* sin(fw)

Exercice 3. (Wronskien)

Soient p, q et r des fonctions continues sur un intervalle ouvert I C R et soit I’équation
différentielle linéaire du deuxieme ordre y” + p(z)y" + q(x)y = 0.

Remarque : nous donnons ici pour le point i) des arqguments basés uniquement sur l’équation
différentielle satisfaite par le Wronskien et le théoréeme d’existence et d’unicité pour des fonc-
tions a valeurs dans R. Il est conseillé de revenir sur ce point une fois que nous aurons vu le
théoréeme d’existence et d’unicité pour des fonctions a valeurs dans R™.

i)

i)

S’il existe ¢ € R tel que Vo € I, y1(x) = cys(x) alors Vo € I, w(x) = y1(z)yh(z) —
y(2)y2(z) = c- 0=0.

On a w' = (y1yh — ¥1y2) = nys — Yiy2 = —y1 (p(2)y5 + q()y2) + (p(2)y] + q(@)y1) yo =
—p(z)w et donc

w(z) = ce @),

avec P une primitive de p et ¢ une constante. Par le théoreme d’existence et d’unicité
cette solution est unique et le Wronskien est donc ou bien non-nul ou identiquement nul
sur I (théoreme d’Abel), et puisque par hypothese w(zg) = 0 on trouve que Vz € I,

w(z) = y1(2)ya(x) — v (2)ya(x) = 0.

Ceci est une équation différentielle du premier ordre pour ys donné y; (ou vice-versa). Il
faut considérer plusieurs cas.



(a) Yz € I, y1(x) = 0. Alors les fonction y; et yo sont linéairement dépendant

(b) Va € I, yi(x) = 0, c’est-a-dire y; est une fonction constante non nulle sufg S
I’équation différentielle pour y, se réduit a Vo € I, yi(x) = 0. La fonction 73 est
alors aussi constante et les fonctions y; et y, sont linéairement dépendantes.

(c) Nlexiste xy € I tel que y;(x1) # 0. Alors, par le théoreme d’existence et d'unicité on a
que yo(z) = (y5(x1)) /yi(x1)y1(x), car ceci est une solution de ’équation différentielle
pour y, et c’est l'unique solution telle que yo(z1) = (yh(x1)/¥i(x1)) ya(z1). Les
fonctions y; et ys sont linéairement dépendantes.

ii1) Par le théoreme d’existence et d’unicité! il existent des solutions y; et y» telles que pour
un zg € I yi1(zg) = 1, yi(zo) = 0 et ya(zo) = 0, yh(xo) = 1. Vu que w(xy) =1 # 0 les
deux solutions sont linéairement indépendantes et la dimension de ’espace vectoriel est
donc au moins deux. Soit y3 une autre solution et soit la combinaison linéaire suivante de
Y1 et y2 1y = y3(zo)y1 + y3(w0)y2. On a y(zo) = ys(wo) et y'(zo) = y3(7o) et donc yz =y
par 1'unicité! des solutions. La dimension de 1’espace des solutions est donc deux.

Nous anticipons ici le théoreme d’existence et d’unicité pour les équations différentielles d’ordre n pour
lesquelles une condition initiale est spécifiée en se donnant y(zo), ..., ¥ *(zo)-
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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 5A

Echauffement 1.

Les fonctions f et g sont de classe C' sur leur domaine de définition. La fonction h est
continue sur son domaine de définition [—1,1] et de classe C' sur l'intervalle ouvert |—1,1].
Soit w(t) = t/2. Alors g(w(t)) = f(t) pour tout t € [0,7] et w: [0,7] — [0,7/2] est de
classe C!, strictement croissante et surjective et la fonction w’ ne s’annule en aucun point. Les
fonctions f et g sont donc des chemins C!-équivalents et en conclusion des paramétrisations de
la méme courbe de classe C. Soit wy(t) = cos(t). Alors h(wy(t)) = f(t) pour tout t € [0, 7] et
wo: [0,7] — [—1,1] est continue, strictement décroissante et surjective. La fonction wy est en
fait de classe C', mais la fonction dérivée w(, s’annule en t = 0 et en t = 7. Le chemin h est
donc équivalent au chemin f au sens des chemins continus, mais pas au sens des chemins de
classe C!. Les fonctions f, g et h sont donc des paramétrisations de la courbe continue < f >,
mais seulement f et g sont des paramétrisations de la courbe < f > vue comme courbe de
classe C* . A noter que f est la paramétrisation canonique de cette courbe de classe C*.

Exercice 1.

Supposons que [ = (fl,...,fm)T I = [a,b] - R™ et g = (gl,...,gm)T Iy = [e,d] - R™
soient des paramétrisations de classe C'! d'une courbe de classe C'. Alors, par définition, il
existe une fonction de classe C* w: I} — Iy, telle que pour tout ¢t € I, g(w(t)) = f(t). Par
conséquence f;(t) = g;(w(t)) pour i = 1,...,m et par la dérivée en chaine pour des fonctions
d’une variable (voir Analyse I) on obtient que f/(t) = g.(w(t))w'(t) pour ¢ = 1,...,m. Par la
linéarité on obtient du coup que pour tout ¢t € I,

f'(t) = w'(t) g'(w(t).

Par la définition de la longueur du chemin f et par la propriété de la homogénéité d'une norme
on a

1= [ £l = [ 1) gl = [ ol gl d

La fonction w est par définition strictement monotone et on a donc ou bien que pour tout t € I,
W'(t) > 0 ou bien que pour tout ¢t € I; , w'(t) < 0. Dans le premier car on obtient que

|ﬂ=/wﬁﬂwwwmﬁ,

et en posant le changement de variables t = ¢(s) = w™!(s) on obtient, en utilisant que ¢'(s) =
1

! rr—1 ! —1 1 ¢ — ¢ /(s ¢ —
1= [ o) I DI gy 4= [ 196 ds = ol
Dans le deuxieme cas on a que
) (w1 ! -1 L s = Iy s)|| ds =
1= [ (7 0) I D iy &= [ 190 ds = ol



Exercice 2.

Notons pour commencer que — cos(¢) = cos(m — ). Sur leurs domaines restreints ré
les paramétrisations f et h sont donc C'-équivalentes (voir 'Echauffement 1.). On a doi@Woir

Exercice 1.) que pour tout € € |0, 7/2],

T—¢€ cos(e)
£l = / 17/ (0)]dt = / K@) dt = |h].

os(m—e)

(’ )

cos(e) “ /( )H cos(e) 1
7r—2£:/ ()| dt =2 -
cos(m—e) 0 v1-— t?

On a |[f/(#)]] = 1 et
1

V1i—1t2’

1A' ()] = ‘

et donc

ce qui implique que

cos(e) 1 T

= lim

1
1
/—dt. —_— dt = —.
0 V1—12 =0+ /o V1 —1¢2 2

Exercice 3.

On a par définition que

W= /0 " < (—sin(t), cos(t))", (—sin(t),cos(t))T> dt = /0 - 1 dt = 2.

@



Echauffement 2.

Les lignes hachurées sont les images des axes x et y par la fonction f.

i) V() =A{1} i) V() =[-11]

f(x,y) =x 11

Exercice 4.

? =3y 4-3 1

a) Ona lim = =,
(zy)—2)x+2y2 2+2 4

x = rcos(p)

et 2 a2 2
y = rsin(y) . Ainsi 24+ y*=r

b) On utilise les coordonnées polaires: { et donc

sin(r?)

=1 (Fig. 1).

lim f(z,y) = lim

(z,9)—(0,0) r—0 r



Fig. 1: La limite est représentée par le point noir.

¢) Sur une suite de points de la forme (z,,0), avec x,, # 0 et lim z, =0ona lim f(z,,0) =
n—oo n—oo
= lim 0 = 0. D’autre part, sur une suite de points (y2,y,) avec y, # 0 et
YnYa
nh_g)lo Yy, =0on a nh_g)lo F@2,y,) = nll_g)lo m =3 Donc la limite n’existe pas.
d) Pour (z,y) € R*\ {(0,0)} avec x # 0 on a
%y
240

2%y
x? +yt

f(z, )] =

<

]s 1,

et pour (z,y) € R?\{(0,0)} avecx = 0 on a f(x,y) = 0. Ona a donc dans tous les cas que
F(2,)] < lg]. Soit (2, ) une suite telle que (2n, ya) # (0,0) et lim (., 4r) = (0,0).
n—oo
Par la Proposition 2.6 du cours on a que lim y, = 0 et donc lim |f(z,,y,)| < lim |y,| =
n—o0 n—00 n—00

0. Par la définition de la limite ceci implique que  lim  f(z,y) = 0.
(z,y)—(0,0)

Exercice 5.

a) On a
T A A v Vil

= < <Vl ,

2ty (@2 +yH** (@2 + )Yt T (@)Y ()
et la limite vaut donc zéro.

b) Le long d’une suite épointée de la forme (z,,0) on a

7]
2401

tandis que le long d’une suite épointée de la forme (y2,y,) on a

22l 1
Yntun 27
et la limite n’existe donc pas.
¢) On a que
23y? _ 23 Y2 - 3 y? <l
(22 + y*) (2 + ¢2) 22+t |2t 2| T |22+ 04| [0f 4+ 2| T ’

et la limite vaut donc zéro.



d) On a que
2Py 2 ly[*?

(l’Q + y4) ((L’4 + y2) - (xQ + y4) (%4 + y2)1/4 (1_4 + y2)3/4 )

et donc

|7/2 |3/2 |7/2 |3/2

(@2 +y*) (@ + %) (22 +04) (21 + 02>1/4 (0 +y >3/4 =

ce qui implique que la limite vaut zéro.

|z

2],

Exercice 6.

x = rcos(p)
y = rsin(y)

323 — 2y =13 (3 cos(gp)3 -2 sin(gp)?’) et 2?4y =r?

i) En passant en coordonnées polaires { on a

et donc
f(rcos(p),rsin(p)) =r (3 cos(p)® — 2 sin(go)?’) ,
et on trouve que pour tout ¢ € [0, 27|, |f(x,y)| < 5r, ce qui implique que

li < lim5r = 0
(zyy)gl}w)!f(af,y)l < lim 5r = 0,

et par conséquence
lim f(x,y) =0.

(z,y)—(0,0)
Il s’en suit que la fonction f : R? — R définie par

Fay) {ﬂx,y), si (2,9) # (0,0)

RN

0, si (x,y) = (0,0)

est le prolongement par continuité de la fonction f en (0,0). Le graphe de f se trouve a

la Fig. 2
it) On considere les limites de deux cas particuliers de f:
0 . . 222
hmf(:v 0) = ili%@:() et glclirtl)f(x,Qx) ili%?—l

Par conséquent ( I)mr% : f(x,y) n'existe pas et la fonction f: R?> — R n’admet donc pas
z,y)—(0,0
de prolongement par continuité en (0,0) (voir Fig. 3 pour le graphe).

x = rcos(p)

i11) On utilise encore une fois les coordonnées polaires { . . Ainsi
y = rsin(y)
1- 1- 2 i 2 1 1
lim  f(z,y) = lim 1—cos(r) _ lim _1—cos(r)” _ lim sin(r) \ ", -
(2,4)—(0,0) r—0 72 r—=0r2(1 4+ cos(r)) =0 r 1+ cos(r) 2

La fonction f : R? — R définie par

. 0) — f(z,y), si(z,y)#(0,0)
few {%, si (2,y) = (0,0)

est donc le prolongement par continuité de f en (0,0) (graphe de f & la Fig. 4).

5



iv) Comme on a

0
. . 2
11—>0 f(t’ t) 11—>0 t 44 0,

on devrait avoir ( l)ur% : f(z,y) = 0 pour qu'un prolongement par continuité de f en
z,y)—(0,0

(0,0) existe. Or, en considérant la limite f(2¢,¢) on trouve

4% — 12 6t* 6
. 1 2 1
Pn(l) f(2t,t) = %II% 2t aETee 11tlr% A = o8

Ainsi f ne peut pas étre prolongé par continuité au point (0,0) (voir Fig. 5).




Exercice 7. (V/F: limites et continuité)

Q1: Soit une fonction f: D — R et soit (zg,y0) € D ou D C R? est ouvert. Si

lim  f(z,y)

(z,y)—(z0,50)
existe, alors f est continue en (z, o).
Réponse : faux. L’existence de la limite ne suffit pas, il faut en plus que cette limite
soit égale a la valeur de f en (xo,y0), ¢’est-a-dire que lim  f(x,y) = f(xo,%0)-

(z,y)—(x0,y0)

Q2: Soit une fonction f: R? — R et soit une fonction g: R — R avec lim+ g(r)=0. Sl
r—0

existe une valeur ¢q de ¢ € [0,27] telle que

‘f(r cos(gpo),rsin(gpg))‘ < g(r)

pour tout r € RT, alors

lim r,y)=0.
(w,y)—>(0,0)f( v)

Réponse : faux. Contre-exemple : soit f(x,0) =0 pour x € Rt f(x,y) =1 sinon,
et soit g(r) = 0 pour tout r € RT. Alors pour ¢ =0 on a pour tout r € R,

0=|f(r,0)] = |f(rcos(0),rsin(0))| <0=g(r),

mais la limite  lim  f(x,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,0)

Q3: Faux. Il ne suffit pas de regarder les limites de la forme
lim f(at, 5t) = 0
(limites le long de droites) pour montrer que

lim z,y) =20
(x,y)—>(070)f( v)

ou encore l'existence de cette limite (voir les contre-exemples du cours).

Exercice 8.

La fonction

0 si(z,y) R 2#0,
flz.y) =

1 sixz=0,

n’admet pas de limite en (0,0) mais on peut vérifier que pour tout « € R, Iltir% f(t, at?) =0.
_>



Exercice 9.

C’est faux. La premiere limite est une limite épointée dans R, tandis que la deu @
une limite épointée dans R%. Prenons par exemple (zg, o) = (0,0) et considérons la Temsfon
f: R? — R, définie par

a0 i@y 200,
f(z.y) {1 si (z,y) = (0,0).

Alors lim f(z,0) = 0 existe, mais  lim  f(x,0) n’existe pas.
z—0 (z,y)—(0,0)
En effet, dans la premiere limite on considere la fonction d’une variable g: R — R, définie par

g(x) = f(2,0) et on a que g(xz) = 0si x # 0 et que g(0) = 1, et

lim f(z,0) := lim g(x) = 0.

z—0 z—0

La deuxieéme limite est dans R?. On considére donc la fonction h: R? — R définie par h(z,y) =
f(z,0) et on a que

0 siz#0
h(z,y) = ’
(z.) {1 six =0,
et
lim x,0):= lim h(x,y).
(z,y)—(0,0) f(z,0) (z,y)—(0,0) (=.9)

Prenons la suite (z,,0) avec z, # 0 et lim z,, = 0, alors lim h(x,,0) = 0. D’autre part, si
n—o0 n—o0

on prend la suite (0,y,) avec y, # 0 et lim y, = 0 on a lim h(0,y,) = 1. Donc la limite
n—o0 n—oo
lim h(x,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,0) (@9) P
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 5B

Echauffement. (Fonctions définies par des séries)

. \ SIS

i) Ona f(z) =g (zIn(z)), ol g(z) = Y |
n=0

tout z (le rayon de convergence z est +00). La fonction f est donc bien définie. (A noter

que g(z) = e 7, et donc f(z) = ™7, mais le but de cet échauffement est d’utiliser la
représentation par la série).

‘ Z" et cette série converge absolument pour
n!

ii) La série qui définie g peut étre dérivée terme par terme :

Je) =3 e S E

n=1 n=0

et donc, par dérivation en chaine, f'(z) = ¢’ (z1In(x)) (In(z) + 1) = —g (xIn(z)) (In(z) + 1) =
—f(z) (In(x) + 1) et donc f'+ (In(z) + 1) f = 0.

i) Par séparation des variables l'on obtient que y(z) = Ce *M@ =

f(1) = g(0) =1 on trouve que C' =1 et donc f(z) = 2~ et donc f(2) =

z7%  Avec

Exercice 1. (Fonctions définies par des séries)

+o0
Soit la fonction f: R — R définie par f(z Z 3",
0
i) On par le critere de d’Alambert
1
! 3n + 3)!
r = lim % = lim Bn+3)l = lim |(3n+3) (3n 4+ 2) (3n + 1)| = +o0.
n—00 n—00 (3n)' n—00
(3(n+1))!

i1) A partir de f on obtient en dérivant terme par terme :

— 1 3n — 1 3n
f(x):;mm :1+Z_;(3—n)!x
! RS 3n—1 o 1 3n—1

et donc

(f+f+f” _1+Z(3n_ 3n_2+m (37

1



—i—oo1
:1+Z ﬁx =e".
n=1

iii) Parlaméthode des coefficients indéterminés on trouve que la solution générale de 1’équation
différentielle pour f est

]. 1 1
flz) = gem + Cre™2% cos (L x) + Coe 2% sin (L 1)

En évaluant la série pour f et pour f’ en z = 0 on obtient que f(0) =1 et f/(0) =0, ce
qui donne pour Cy et (5 les équations

1
) 11 V3
f<o)_§_§cl+702_0
. 2
ce qui donne C] = 3 et Cy = 0. On a donc que
1 2 1
fx) = gex - ge_ix cos (L x)

et on peut maintenant déterminer la somme demandée en évaluant la fonction fenz =1:

+oo
1 1 2 1
(1) = Z e ge+ge 2 cos () = 1.168058313.. ..

n=0

Exercice 2. (Equations indépendantes de x)

On constate que y(x) = 0 est une solution sur R. De plus, 'équation étant autonome, si
y(z) est une solution de I’équation, alors VC; € R, y(z + C}) est aussi une solution (sur le
domaine translaté). On pose y'(z) = u(y(z)) avec u(t) une nouvelle fonction inconnue. Donc
y'(z) = W (y(x))y'(z) = (vu) (y(z)) et, en substituant dans 1’équation, on trouve pour u
I’équation différentielle

/
uu—

t 2
T (W +1) =0
que l'on peut résoudre facilement par séparation des variables et ’on obtient pour C' > 0 :

1 1 1
g (1+u?) =5 (1+£) + 5 In(C),

ou encore, pour C > 0,
1+u(t)?=C (1+17).

Pour C' > 0, C' # 1 on obtient alors
u(t) =£VCt2+C —1,

et pour C' =1
u(t) = £t



/1-C
avect € Rsi C' > 1et |t| > 8 si0<C < 1.

Finalement, il ne faut pas oublier de résoudre pour les différents cas I'équation ¢y ="a(y).
C’est-a~dire, si C' > 0, C' # 1, I"équation

y =+£/Cy2+C -1,

et, si C' =1, les équations
y' =ty

i) C>1

Par séparation des variables on obtient

el C-1

avec (7 € R. On obtient donc, pour chaque C' > 1 donné, et quelque soit C; € R, la

1
—arcsinh( ¢ y) =+ (z+C),

solution
y(z) = ,/051 smh(i\/ﬁ (z + cl)) ,
avec T € R.
i) C =1

Quelque soit C; € R on a les solutions
y(x) = £+,

avec x € R, ainsi que la solution

y(x) =0,
avec r € R.
i) 0<C <1
Par séparation des variables on obtient
1 C
Nl arccosh( -0 y) ==+ (x+Ch),

avec C1 € R. On obtient donc, pour chaque 0 < C' < 1, et quelque soit C; € R, la
solution

y(x) = CC cosh(j:\/ax + C’1> :

avec r € R.

Comme discuté au cours, C représente 'invariance par translation des solutions qui est due
au fait que I’équation de départ est autonome.



Exercice 3. (Equations indépendantes de y)

On pose y'(z) = u(z) avec u la nouvelle fonction inconnue pour laquelle on a I’équafon du
premier ordre

12 (u2—|—1):0.

Par séparation des variables on obtient

1
arctan (u) = 5 In (1+42%) +C,

avec C € R et done

sur tout intervalle ouvert I C D, ou

C 1
D:{xGR:x;«é:I:\/e—ZCe(%H)W_l’ nez, nZ——§}-
T

La solution générale est 'union des ensembles des primitives de u sur chacun des intervalles
ouverts maximales de D.

Exercice 4. (Equations indépendantes de z et y)

)

i)

Solution paramétrique

On pose y' = u et on obtient I’équation u' —u?—1 = 0 et donc par séparation des variables
x = arctan(u) + C}
Y= %ln(1+u2) + C,

avec u € R utilisé comme parametre.

Comme équation indépendante de x

On pose ¥ (z) = u(y(x)), avec u(t) la nouvelle fonction inconnue. On obtient I’équation
wWu—u®—1=0,
et par séparation des variables, VC' € R,
%m (1+u(t)?) =t+C,  te]-C +ool,
et en isolant u(t), VC € R,
u(t) = £/ e+2¢ — 1, te|-C,+oo].
Finalement on doit résoudre les équations
Y (x) =uly(r)) = £VewH —1,
et par séparation des variables on trouve, VC;,Csy € R,

arctan < e2y(x)+2C1 _ 1) =42+ 0y

et en isolant y(x) de 'équation VCy, Cy € R (le + disparait avec le carré),
y(z) = 3 In(1+ (tam (2 + C))?) + O,

avec x € ]—g +nm—Co, 5 +nm — CQ[ avec n € Z aribitraire.

4



i11) Comme équation indépendante de y

On pose y/(x) = u(x) et on obtient I’équation
W —u?—1=0
et donc par séparation des variables VC; € R,
arctan(u(z)) =z + C4

et donc VC; € R
u(x) = tan (x 4+ C)

et donc I’équation
y'(x) = tan (x + C),

et par intégration, VC1, Cs € R,
y(x) = —In (|cos(xz + C1)|) + Cy,

avec x € ]—% +nm —Ch, 5 +nm — C’l[ avec n € Z aribitraire.
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 6A

Echauffement.
i) Comme f(z,y) = ¢ < y = 3(a* — ¢), les lignes de niveau de f sont de la forme
Y= %(:vz —c¢). Les lignes pour ¢ = —2, 0, 2 sont tracées a la Fig. 1 (dans cet ordre de haut

en bas). De plus on a

Vi) = (Gror) )= (-2

et ainsi
Vf(—-2,3) = (—4,-2)" V(L3 =2-2" Vf2,1)=4-2)".

Les gradients en ces points sont orthogonaux aux lignes de niveau correspondantes (voir
Fig. 1). Pour information, la Fig. 2 représente le graphe de f avec des lignes de niveau
f(z,y) = const ainsi que les éléments de la Fig. 1 en 3D.

i) Les surfaces de niveau de g sont définies par g(z,y,z) = ¢ pour un ¢ € R fixé. Comme le
graphe de f est G(f) := {(z,y, f(z,y)) € R®: z,y € R}, on peut définir g : R®* — R par

g(x,y,2) = f(r,y) —z=2> -2y — z.

Ainsi G(f) correspond a la surface de niveau avec g(x,y, 2) = 0. Pour ¢ € R général, on a
g(x,y,2) =c < z= f(x,y)—c sibien que la surface de niveau est le graphe de la fonction

f:R? 5 R, f(z,y) = f(z,y) — c. La Fig. 3 montre ces surfaces pour ¢ = —8, 0, 8.

N w e ol (o))

-6 -5 -4 -3 4\&}

Exercice 1.

i) Ona D(f) =R*\ {(z,y) € R?: zy = 0}, c.-a-d. le plan R? sans les deux axes z et y. Les
dérivées partielles sont

of

0

1
> et a—y(ﬂf,y)z——fr; :

1
Yy



Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f(z,y) = T4+ Y sont
y

ﬁ( )—2_y a2f( )—_i_i
922 Y T 3 Oyox HYI= y? x?
Pf py=_L L OF oy = 22
Oxdy Y= y2  x? oy? »Y = Y3

it) Comme les puissances avec exposant réel sont seulement définies pour des bases positives,
on doit avoir z > 0 et y > 0. Pour z il n'y a pas de restriction si bien que D(f) =
{(z,y,2) € R* : x > 0,y > 0}. Pour les dérivées partielles on obtient directement
wy,2) = y? a7,

8f et 8f

Pour calculer , il faut récrire f de maniere adéquate. Pour dériver par rapport a

y on écrit

f(x,y,2) = exp(y* In(z))

- ?(ﬂc, y,2) = exp(y*In(2)) - 25" 'n(z) = 22y n(a),
Y

et pour dériver par rapport a z, on écrit
f(x,y,2) = exp(exp (zIn(y)) - In(x))

pour obtenir

%(m, y,z) = exp(exp (zln(y)) ln(x)) -In(y) exp(zln(y)) In(z) = zW)y? In(x) In(y) .

Les dérivées partielles d’ordre 2 sont:

2 y*—1 z z
O (g = T
0*f B ¥ (yf )2 2(In (z ))2 2y 2 In(z)  2¥yzIn (o)
3_y2($’ 7) = y? " y? - y?
82 zZ ¥4
a_,j(x y.2) =2 (y°)* (In (y))* (In (2))* + 2" y* (In (y))*In ()
82f () 2In(z) 2y
2 y® ) ,2,,2—1 y®,z—1
;g’/g;(xy’z):x yylen(x)+x yx z
0*f o f _ 2 ()’ In(y)In(x) | 2y In(y)
a‘raz(xaywz) aza (.71 y,Z)— T + T




i) On a D(f) = R2 Pour les dérivées partielles on trouve

%(m, y) = 22y cos(x?y) cosh(y — x) — sin(z?y) sinh(y — )
x

?(m, y) = x* cos(2%y) cosh(y — ) + sin(x?y) sinh(y — )
Y

Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

2
%(m, y) =2y cos (ny) cosh (—y + x) — 4 x*y*sin (m2y) cosh (—y + )
x

+4 2y cos (2°y) sinh (—y + x) + sin (z%y) cosh (—y + )

2
%(m, y) = —a"sin (2°y) cosh (—y + ) —2 27 cos (2°y) sinh (—y + z)+sin (2*y) cosh (—y + z)
Y

S oy O
0xdy BY = Oyox

(r,y) = 2z cos ($2y) cosh (—y + z) — 223y sin (aszy) cosh (—y + x)
—2 2y COoS (ny) sinh (—y + x) + 2° cos (xgy) sinh (—y + x)
—sin (2*y) cosh (—y + )

i) Le domaine est D(f) = {(z,y,2) € R3: z # 2}, c’est-a-dire R? sans le plan z = 2. Les
dérivées partielles sont

a—f(x z)—isinh ¥ 3y cosh s
or Y T g z—2 z—2

g(w 2) = 62 sinh x + 3yz cosh T+ 3yz
0y AR — 2

af 3y xr+3yz\ . x4+ 3yz T+ 3yz
——(z,y,2) =2 — sinh cosh
0z z2—2 (2—2)?

Les dérivées partielles d’ordre 2 sont
a2—f(:c z) =2 ! cosh T+ 3y 2—1—2 ! sinh v +3yz)\’
022 H TS Ty 2 =2 (z— 27 2 -2
o*f 2 3yz+2\\’ 22 o (3yz+z\\’
8_y2(x’y’z):18(2_2)2 (cosh( po— )> —1—18(2_2)2 <smh< g ))
O f Yy 3yz+ 2\’ 3yz+2\\"
@(m,y,z)—2(3z_2—(2_2)2) (cosh( g )>

9 sinh (3yz+x> (—6 y : +23yz+:§) cosh <3yz+:ﬁ)
z—2 (z—2) (z—2) z—2

3




2
49 (Smh (m»
z—2

9 f O f 1
81’82(1‘7:%2) - azax($ay7z) - 2

0*f o _ 2 3yz+ 2\ \° z . 3yz +x
axay(xayaz)_ayax('xay>z)—6m(COSh( - _9 )> —I—G(Z_—2>2<smh( .9

82f(x =6 (4. _3yztu cosh 3yz+x
020y )= o\ (z—2)° 2z —2

1
+6 sinh Syz+a cosh Syz+
z— 2 z—2 z— 2

P sinh (3yz—|—a:> cosh <3yz—|—x)
(2 —2) 2z — 2 z—2

)

Z ) 3yz+uw 2 Y 3yz +
sinh 3 —
z— 2 z—2 z—2 (2 —2
o0 f

z Y 3yz +x 3yz +x 2
=6 3 — h
8y82<x’y’z) 2—2( z—2 (z_2)2) (COS < z—2 ))
+ 2 sinh <3yz—|—x) (3 (z—2)"" —3%) cosh(
z—2 (z—2)

z . 3yz+x 2 Y 3yz +x
h _
+62—2(Sm ( z—2 )) (32—2 (z—2)°

Exercice 2.

Pour (z,y) # (0,0) les dérivées partielles sont

8f( ) 0 % —y? 49 % —qy?
—(z,y) = =— | x =2z ,
o T e\ 2§ y? Y (2% 4 y2)? Yy y?
af( ) 0 2% — 2 —42%y N 2% — 2
— (2 = — €T =X T .
ay VT oy (Mg ey ey

Pour (z,y) = (0,0), on utilise la définition de la dérivée partielle:
0-0

920 0) = lim 2 = 0

4

)

3yz+x
z—2

)



g(()’()):hmf(ovh)_f(oao)_ . 0-=0

dy h=0 h T h

Pour calculer les deuxieémes dérivées partielles mixtes en (0,0), on doit encore une fois"utiliser
cette définition. On a

o' f _2on) - %00 | -Z-0  (=h) -0
T S A
Pf 2n,0)—0,00  m_g h—0
8x8y<0’ 0)= A h =i =i h I

O f & f

On constate que

OyOx (0,0) 7 Oxdy (0,0).

Remarque: Dans un cas comme ici ou les dérivées partielles mixtes ne sont pas égales, il faut
faire attention a la notation qui n’est malheureusement pas vraiment standardisée. Lorsqu’on
0 f
Oyox’
Dans la littérature et en particulier aussi dans le livre Calcul différentiel et intégral de Jacques
Douchet et Bruno Zwahlen, on voit aussi I'inverse (i.e. z et y échangé). Vive donc les fonctions

suffisamment régulieres ou ce probleme ne se pose pas. . .

a d’abord dérivé par rapport a x et ensuite par rapport a y, on écrit dans ce cours

Exercice 3.
Q1 :  Soit la fonction f: R? — R définie par

yIn(1+ (@ +9%)°)

flz,y) = 5
exp(W) (22 +4?)2
pour (z,y) # (0,0). Alors
o lim Cfly) =1 L) Jim Fy) =
. yl)lg%oo f(z,y) =0 B . yl)lgzo O)f(:c ,y) n'existe pas

On calcule les limites selon les axes x et y. On a

0-In(1+ (22)?)
hmf(x 0) = lim =~ =1lim 0=0
0 0 exp(\/_2> (xQ)g 70

et

y In(1+ (y2)° \
lim f(0,) = lim ( >;mW_L_¢mMHm_

v0r S ep(Vi?) (1)F 0 e (Vi?) v

La premiere limite se calcule directement :

1 1
lim = =1.

y—0+ exp(ﬁ) exp(0)

5




La deuxieme limite est de la forme % et on peut utiliser Bernoulli-I'Hospital :

ln(l + 4) 4y34
lim —— 27— i 2
y—0+ Yy y—0t 4y3

Puisque lim f(z,0) # lim f(0,y) la limite lim  f(z,y) n’existe pas.
z—0 y—0+ (z,y)—(0,0)

Remarque 1: (i dessus on a pris une suite y — 0 avec y > 0. Si on prenait y — 0 avec
y < 0 on aurait obtenu lim,_,o- f(0,y) = —1, du au fait que dans ce cas W = “’fjﬁy) = ;—41
Remarque 2: Ceci est une maniére de trouver la réponse, mais d’autres méthodes sont aussi
possibles. Par exemple, si on prend une suite (T,,y,) avec x, =0 et y, = %, alors f(x,, yn)

s’approche de 1 pour n pair et de —1 pour n impair. Donc la limite n’existe pas.

Q2 : Soit la fonction f: R? — R définie par
fla.y) = o+ 2?00,

Alors la matrice Hessienne de f en (z,y) est

D Jsin) <x2(c08(y)2 — sin(y)) 2z coS(y)> I:l sin@) ( 2 2z cos(y) )

22 cos(y) 2 2zcos(y)  —a?sin(y)

W oo ( 2 2 coz(y) ) [ et ( 2 2 cos(y))

2zcos(y)  2*(cos(y)? — sin(y)) 2z cos(y) % cos(y)?

Exercice 4.

i) Toutes les fonctions algébriques de deux variables (de n variables) sont différentiables sur
leur domaine de définition. Dans notre cas, le seul point problématique éventuel est donc
(0,0). La continuité en (0,0) se montre en passant en coordonnées polaires. On a

z?y 3 cos(¢)? sin(¢)
fly) = 000 =1 5775| = 2 =7
t d li — <1 =0.
ctdone lim |1(r.y) ~ F(0,0) < limr =0
of of

i1) Puisque f est différentiable sur R?\ {(0,0)}, les fonctions —— et —= sont bien définies sur

or Oy
R2\ {(0,0)}. En (0,0) on a:

Of .0) = i L@ = SO0 _y, 0-0_,
or z—0 T z—0 I
91 0,0 = 1y L0V = SO0 _ ), 070 _
dy y—0 Y y—=0



i) Pour (x,y) # (0,0), on a par exemple

Exercice 5.

i) La fonction est continue sur R? \ {(0,0)} (la composition de fonctions continues donne des
fonctions continues). En (x,y) = (0,0) on a en coordonnées polaires | f(r cos(p), rsin(¢))| <
r?In(r) et donc  lim  f(z,y) = 0= f(0,0).

(2,4)—(0,0)

it) Pour (x,y) # (0,0)

of 5 o 22%y of 5 o 219>
%(w,y)zyln(x +y )+$2+y2 et a—y(fﬂ,y)zwln(w +y )+x2+y2 (1)
et les dérivées partielles en (z,y) = (0,0) sont
of . f(0+h,0)—f(0,00 . h-0-In(h?)—0 . 0-0
200 = i h I T L R
of . f(0,0—l—h)—f(0,0)_ ) O-h-ln(hz)—o_ . 0-0
ay 0 =i h B = I

.0 0 . »
ii1) Les fonctions 8_f et 8_f sont donc continues sur R? \ {(0,0)} en tant que compositions de
z Y
fonctions continues. Pour étudier leur continuité en (0, 0), on utilise les coordonnées polaires
dans (1). On trouve

'%(%y)‘ — |rsin(0) ln(?’Q) n 27’3 COS(?; sin(e)‘ < 2|rIn(r)| + 2r
| = [reostorme) + VIOV < oppne) 4 2

On calcule la limite du premier terme dans ces expressions avec Bernoulli-Hopital :

1 1
lim rIn(r) = lim ngr) B Jim = =—lim r=0.
r—0t r—07t - r—0+ —z r—0+
Ainsi
of of . of of
e B (2,y) 5p 00 e w0 By (z,y) 8y( ,0),

c’est-a-dire les dérivées partielles de f sont continues sur R2.



iv) Les dérivées partielles secondes pour (z,y) # (0,0) sont

ﬁ(x ) = 6y 42’y ﬁ(z y) = 6ry  day’
PICASE 2ty (24 yR)? By 22 (2 +yR)?
82]0 4x2y2 82f

Au point (0,0), les deux dérivées secondes ”pures” sont

Of 80+ h,0- 20,00  0-In(h%)+2-0-0 . 0-0

22200 = ) h = h T

0% f 20,0+n) =9%(0,00 0.} +2.0-0 . 0-0

TR — =i h e 0
mais la dérivée seconde mixte

2 f _S0,0+4h) 20,00 . hln(h?)+0-0 )

ayor "0 = h ST 0=

n’existe pas en (0,0). De plus, les dérivées secondes ne sont pas continues en (0,0) car leurs
limites n’existent pas:

0 f 6t2 4t

02 f 0 0 .
i 5z (00 = 13&(72—?4)— mals im e s ) =55~ i = 2
2f 0 0 . s 6t2 4t
iy gy 00 =l (7 1) =0 meis fm TS0 = g =2



EPFL Pete
Section PH

Analyse avancée II — Corrigé de la série 6B

Echauffement. (Produits scalaires et normes induites)
i) Par la positivité du produit scalaire on a Vu € V, [ju]| > 0, et ||u|| =0 < u = 0.

ii) Par la bi-linéarité du produit scalaire on a VA € R, || \u|l = O, Mu) /2 = VX2 (u, u)'/? =
) p : , vV ,
Ry

iii) Par la symétrie du produit scalaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir Exercice 1) on
aHU+MPjHMP+HMP+2Wﬂ0§HMF+HMP+2RMUHSHMF+HMP+ﬂWMWH=
(full + [l]l)™ et done [Ju+ v|| < [|ul| + [Jv]].

Exercice 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Va € R, Yu,v € V,
0 < {au + v, au +v) = ?|Jul]* + |[v]|* + 2a(u, v) = p(a)

De p(a) > 0 on déduit avec ||u||* > 0 que le discriminant de I'équation quadratique p(a) = 0
doit étre négatif ou zéro :
(u,v)* = [[ul*llv]I* < 0,

car sinon on a deux solutions réelles avec des valeurs négatives de p(«) entre ces deux racines.
On a donc bien l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 2. (Espaces métriques)
Soient (u,v,w) € V3.

i) (symétrie) d(u,v) = d(u,v) car ||lu—v| = [[v — u]|.
i) (séparation) d(a,b) =0< |lu—v|| =0 < u=w.
(

T
iii) (inégalité triangulaire) Soit f: Ry — Ry, z — f(z) = 1o La fonction f est croissante,
x
car

1
! :—>O
et donc, puisque ||u —v|| < |lu —w|| + ||jw — v||,
fllu=oll) < f(lu=wl+lw-=wvl]).
De plus on a, pour x,y > 0,
T+ z T
v LY LY
l+z+y 1+2+y 1424y 142 1+y
et par conséquent
d(u,v) = f (Jlu —vl]) < f ([lu —w|| + [Jw — o))
< f(llu=wll) + f (lw = vll) = d(u, w) + d(w, v).

flx+y)= = f(z) + f(y),

Les points 7) - i74) montrent que d est une distance sur V.

1



Remarque : on peut aussi montrer le point i) en observant que f(0) = 0 et que e
fonction concave, c’est-a-dire que pour tout 0 < a <b et XA € [0, 1],

S =Na+Ab) = (1= A)f(a) +Af(b).

En choisissant a = 0 on obtient que pour tout b > 0 et X € [0,1], \f(b) < f(\b), et par
conséquence que pour tout x,y > 0,

x+yf(:v+y) < f(z)

) < 5)

et donc en sommant les deuz inégalités que f(x+y) < f(z)+ f(y). .

Ezxercice 3. (Sous-ensembles de R™)

Nous basons ici les arguments sur le concept des ensembles ouverts.

i) X = {(x,y) € R2: 22 442 > 1}. En effet, le point (0,0) est par définition un point isolé
de X, et donc (0,0) & X. De plus, l’ensemble X indiqué est un ensemble ouvert, car si
(x0,90) € X, alors la boule ouverte B = B ((:co,yo),é), oo = H(xo,yo)H — 1, satisfait
B C X, car, pour (x,y) € Bona:

H(%?/)H > H(ffmyo)” - H(iﬁ — 20, Y — yo)” > H(%JJO)H —0=1

L’ensemble X indiqué est donc bien le plus grand sous-ensemble ouvert de X.

it) X = {(z,y) € R*: 2?+y* > 1}U{(0,0)}. En effet, le complémentaire de X est I’ensemble
Xe={(z,y) e R?: 22+ 42 < 1}\ {(0,0)} et avec les mémes arguments que sous i) on se

convainc que Uintérieur de X¢ est l'ensemble X¢ = {(z,y) € R*: 22 +y* < 1}\ {(0,0)}.
Finalement on utilise que X = <XC> .

iii) 0X = {(z,y) €R*>: 2> + 2 =1} U {(0,0)}, car X =X \ X.

) L’ensemble des points isolés est {(0,0)} (lire la définition correspondante du cours).

v) L’ensemble des points d’accumulation est {(z,y) € R*: 2> +y*> > 1} = X \ {(0,0)}.

Ezxercice 4. (Sous-ensembles de R™)

i) L'ensemble Oy = {(z1,32) : 1 < 2% + 23 < 16} est une couronne (sans les bords) centrée
a l'origine, et cet ensemble est ouvert : soit x € )y et

6 =min{|jz|| - 1,4 — ||lz[ },

alors B = B (x,d) C Q. Ceci se montre de la maniére suivante. Soit y € B, alors par
définition de 0 on a a la fois ||z —y| < ||z|| =1 et [|[x —y|| <4 —||z||. On a donc a la fois

Iyl < llzll + llz = yll < fl=ll + (4 = [J«]) = 4



et
Iyl = [lz]l = [z =yl > [l=|| = (lz]| = 1) = 1.

On a donc bien que y € €1y

D’autre part, 0y est borné, car Vo € 0y, ||z] < 4 et donc @y C B(0,4). Le bord de {4
est donné par

O = {(z1,22) : 2} + 23 =1} U {(w1,22) : 2] + 23 = 16} .

En effet si x € 091 on vérifie aisément que quelque soit § > 0, B(x,0) Ny # 0 et que
B(z,0) N Q5 #0.

Soit Qp = {(z1,22) : 22 — 23 = 1}. Cet ensemble consiste de deux branches d’hyperbole.
Il s’agit d’un ensemble fermé, car on a que €25 = {(ml,xg) s 1} qut est un
ensemble ouvert. Pour s’en convaincre on considere un point z € 5 et on montre qu’il
existe 6 > 0 tel que B (z,6) C Q5. Pour ce faire, supposons qu’il existe > 0 (la démarche
est analogue si on suppose ¢ < 0) tel que

-z —1=(

= min ; £
’= {MMMH@WVZ}

alors tout point (wy,wq) € B (z,0) s’écrit

wy=2+01 et wy=2zy+ 0 avec/ 67+ 03 <4,

et choisissons

et vérifie

w? —wy —1=2] — 25 —1+20,2 — 26220 + 67 — 63

> (20 (|l + )+ 87) = 5 > 0,

ce qui montre que B (z,90) C QS (faire une déssin!). On vérifie aussi sans difficulté que
le bord de 2y est{dy lui-méme et que 2y est un ensmble non borné.

Remarques :

(a) L’équation 22 — z5 — 1 = ( > 0 exprime le fait que le point (21, z2) se trouve sur une

hyperbole d droite de I’hyperbole 2 — x5 — 1 = 0.
¢

(b) Linéquation w} — w3 —1 > 5> 0 exprime le fait que le point (wy,ws) se trouve a
droite d’une hyperbole qui se trouve aussi a droite de I’hyperbole x3 — x5 — 1 = 0.

(c) Pour comprendre le choiz de ¢ il suffit de suivre le calcul concernant le point (wy, ws).
Pour obtenir linégalité

DO [

g— (25 (|21| + |22D + 52) >

on demande que a la fois 20 (|z1| + |z2]) <

RPN

ainsi que 6% < %, ce qui est justement

le cas avec le 0 qui a été choisi.



iii) Soit Q3 = {(xl,mg) 0 <x <1, sm(i) < x5 < 2} Il s’agit d’un ensemj
cosoit v = (w1, 12) € Q3. Cherchons 51 > 0 et 69 > 0 de sorte que |z1 — 01,
|xg — 09, 29 + 02 C Q3. Posons 0y = (:z:2 — sm( 1 )) > 0. Par continuité de la gron
T sin(i) sur]0,1[, il existe §; > 0 tel que 0 <y < 1 et |y; — x1| < 01 impliquent

sm( 11) — sm ‘ < 9.
Finalement, si (y1,y2) € |x1 — 01,21 + 01| X ]wg — 09,29 + da[, alors

sm(y ) < sm( ) + 0y = (sm( ) +x2> =Ty — 0y < Yo.

Il suffit maintenant de réduire 6; de sorte que |xy — 61,21 + 01 C ]0,1[ et dy de sorte
que T9 + 6o < 2. Cela montre que B (x,min(61,62)) C Qs (il est vivement conseillé
d’agrémenter cet argument d’un dessin).

L’ensemble Q3 est borné car Yo € Qg, ||z|| < V5. Finalement, le bord de Q3 est donné
par

{(xl,mg) 0<x1<1x2—sm( )}U{xl,IQ x1:0,—1§x2§2}
U {(l’l,ajg) 0 < T, < 1,1’2 = 2} U {(331,513'2) T = 1,Si1’1(1) < a9 < 2}

Montrons seulement que {(x1,22) : x1 = 0,—1 < 29 < 2} C 0N ot I est le bord de Q.
Eneffet sizy =0et —1<a3<2etsi0<d<]1,ilexistel<e<$ telquesin(%) = —1.

Az’nsz’B( ,f6>ﬂ937é@ DautrepartB( ,\[>HQC7E@

) Q= {(z1,22): (11€Q, 0<a1 <1, 1<z <H) V(21 €Q, 0<z1 <1, 0<z3<5)}.
Q4 n’est ni ouvert, ni fermé. En effet,

(a) Soit x1 € 10,1], x1 ¢ Q, et xzo € |0,1[. Si x = (x1,23) on a x € Q4 et quelque soit
d>0, B(x,0) N Q5 # 0. Ainsi x € 004, ce qui montre que Sy n’est pas ouvert.

(b) Soit maintenant 1 € 10,1[, 71 € Q, et xy € ]0,1[. Alors x ¢ €y et quelque soit
d>0o0naB(x,d)NQ #0, ce qui prouve que 25 n’est pas ouvert et par conséquence
Q4 n’est pas fermé.

De plus Q4 est borné car si x € Qy, ||z|| < 5v/2. Le bord de Q0 est donné par

0 ={(x1,22) 1 21 = 0,1 < my <5}
U{(z1, @) w1 = 1,1 <@y <5}
U{(z1,22) 122 =5,0< 1z <1}
U{(21,29) 1 0 <2y < 1,0 < 9 < 1}

En effet, pour tout point x € [0,1] x [0,1] et pour tout & > 0, le disque B(x,d) contient
des points de {1y et des points de Q5. Les trois autres contributions sont triviales.

v) Q5 = {(z1,20) : 22 + 22 < 1} U{(21,22) : (w1 — 1)2 + (22 — 1)2 < 1}. Qs est la réunion
d’une disque ouvert Cy, centré en (0,0) de rayon 1, et d’un disque fermé Cy, centré en

(1,1) de rayon 1. Il s’agit d’un ensemble ni ouvert ni fermé : le point (—\/Li, —\%) est

sur le bord de Q5 mais n’appartient pas a Qs et le point <1 + \%, 1+ \%) n’est pas un



point dans Q5. Q5 est borné, car contenu dans la boule centrée au point (0,0) e
25. Le bord de Q5 est donné par

00 ={(x1,72) : 23 + 25 = 1, 2129 < 0}
U{(z1,20) 22 +25=1,2, < 0,25 <0}
U{(z1,29) s (1 —21)* + (1 —m9)? = 1,2y > 1}
U{(z,22) : (1 —21)? + (1 —29)? = 1,15 > 1}.



EPFL
Section PH

Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 7A

Echauffement.

Soit f(z,y) = 23y + 2% + y?. L’équation du plan tangent & la surface z = f(x,y) au point
(%0, Yo, 20) , OU 2o = f(20,yo) est (voir le cours)

0 0
= ) + 5 o, 0) & = ) + 5 000} = )

0 0
Puisque a—f(x,y) = 3x%y+2x et a—f(:v,y) = 23 +2y, I'équation s’écrit pour (zg,y0) = (1,1):
z Yy

z=3+5(x—1)+3(y—1) & br+3y—z=5.

Exercice 1.

La dérivée f" d'une fonction f dérivable de deux variables au point (xg, ) est donnée par

f/(x()vyO) = (g_i(x&y())v g_:];(xo?yo)) :

Pour simplifier I’écriture, on va omettre le (xg,yo) dans la suite. On a donc

7) , <8(ga—;h)78(ga—;—h)):<3g oh dg 8h)

oz Tox oy oy

dg Og oh On\ , .,
<3m 3y)+(3fc’ 0y)_g o

i) , (9(gh) A(gh)\ [0 oh g on
/ (83: oy ) 8xh+g(‘9x’ 6yh+98y
B 8g dg oh Oh ,
=G ay> (835 a)_h9+gh
i) o (2ol g/ _ (gh-95 Hh—9%
or ' Oy T 2
1099 09\ g (0h Oh\ 1., g,
h\az dy or ay) Y T w2



Exercice 2.

i) Toutes les fonctions algébriques de deux variables (de n variables) sont différent
leur domaine de définition. Dans notre cas, le seul point problématique éventuel €S
(0,0). La continuité en (0,0) se montre en passant en coordonnées polaires. On a

CL’Zy

x? + y?

3 cos(p)? sin(y)

r2

‘Sr,

|f(z,y) = f(0,0)] =

t d li — 1(0,0)] < 1i =0.
ctdone I  |f(z,) = f(0.0)] < limr

of

0
i) Puisque f est différentiable sur R?\ {(0,0)}, les fonctions 2 et —— sont bien définies sur

or Oy
R2\ {(0,0)}. En (0,0) on a:

o e L 220 T
97 (0,0 = 1im fO0,y9) - 0,0 _, 0-0_
(9y y—0 y =

i) Comme vu en i), la restriction de f a R?\ {(0,0)} est une fonction différentiable.

i) Supposons que f soit différentiable en (0,0). Par définition de la différentiabilité (voir
cours), on a alors

0 0
f(,y) = F0+2,04y) = £(0,0) + (a—i[(o,ox a—];(o,m) (j) +ela,y) H @) H
= f(0,0) + g—i(0,0) T+ Z—;(0,0) y+e(z,y) Va2 +y?
avec (a;,yl)iigo,o)e(x’y) = 0. Puisque f(0,0) = %(0,0) = 2—5(0,0) =0 on a que
(ey) = LB _ 2%y |
DR @AV

Mais sur une suite de la forme (z,,x,) — (0,0) on a

x3 1
lim e(z,,z,) = lim = 0,

ce qui contredit I'hypothese que f est différentiable en (0,0) .
of

.0 . . : :
v) Par i), les fonctions 9/ et == ne peuvent pas étre continues en (0, 0) car sinon la fonction

or Oy
f serait différentiable en (0,0), ce qui n’est pas le cas (cf. iv). En effet, pour (z,y) # (0,0),

on a par exemple
of

%(1‘,'3})

2wy 223y
22+y? (22 4y2)%)

et sur une suite de la forme (z,, z,) —= (0,0) on a

_of

= 5(0.0).

£0



Exercice 3. (QCM, différentiabilité)
Soit la fonction f: R? — R définie par

Alors :

4

o] T @9 F00)

0 si (x,y) = (0,0)

0
[ ] f est différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle 2 est continue en (0, 0).

ox

[ ] les dérivées partielles de f en (0,0) existent, mais f n’est pas différentiable en (0,0).
[ ] f est de classe C*(R2, R).

0
B / et différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle 2 est continue en (0, 0).

dy

Exercice 4. (V/F: différentiabilité)

Q1:

Q2:

Q3:

Soit une fonction f: D — R, (z,y) — f(z,y), et soit (zg,y0) € D ou D C R? est
ouvert. Si f est différentiable en (xg, o), alors

of of

2 t 2

oz (70, Yo) e By (70, Yo)

existent.

Réponse : vrai. Voir une proposition du cours.

Si une fonction f: R* — R est de classe C? alors pour tout (zg, o) € R? on a

0 0
a—i(ﬂﬁo,yo) = 8_5(%’%) .

Réponse : faux.

Pour une fonction f: R? — R de classe C? on a pour tout (z,yo) € R?

P (o) = (a0

D20y 0,Y0) = Dyor 0> Yo
mais il n’existe en général aucun lien entre les dérivées partielles premieres %(wo, Yo)
et g—i(ﬂﬁm Yo)-
Soit une fonction f: D — R, (z,y) — f(z,y), et soit (zg,y0) € D ou D C R? est
ouvert. Si f est différentiable en (zo, o), alors

lim [ y) = fzo,y0) — %(370, Yo) (& — o) — %(370, yo) (¥ — %o)

=0.
(@.9)—(z0.30) V(@ —20)? + (y — y0)?

Réponse : vrai. Découle de la définition de différentiable vue au cours.



Q4: Soit une fonction f: R? — R et soit (z,y) € R Si f est différentiable en (x

lim f(x+h17y+h2)_f(xay)_%(xay)hl_g_i(J;?y)hQ

(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

Réponse : vrai.

=0.

Oui, ¢a découle de la définition de différentiable.

Q5: Soit f: R? — R une fonction de classe C?. Alors pour tout (xg,%) € R? on a

O’ f _ f(wo+ h* y0) — flzo, o)
@(fEO,yO) = }115% R2 :
Réponse : faux.
Non, on a
ﬁ(l’ ) — lim %(xo + h’7 ?JO) - %(I(]?y())
2 0,Y0) = Py h .

Exercice 5.
Q1 : Soit la fonction f: R? — R définie par

flz,y) = % + (1 — cos(y)) sin(z)?

et soit le point p = (g,ﬂ'). Le plan tangent au graphe de f en (p, f (p)) est donné par I'équation
DZ:—%-’B‘F%?J -Z:%y—%x—kél
[Je=Zytie+d [Je=-2@-3)+20-n

L’équation du plan tangent au graphe de f au point p = (p1, ps) est

z = f(p)+%(p) - (z—p1)+%(p) (y —p2)-

En 'occurrence on a

f(g,w) =2+ (1 — COS(F)) sin<g>2 =4
et
%(gﬂr) = [—% + (1= cos(y)) - 2sin(z) cos(:c)} e=(5) = —% )
%(gﬂr> = [i + sin(y) sin(q:)z] a(57) = % .

Ainsi I’équation du plan tangent est

4 T 2 4 2
z=4—— <x——>+—(y—7r):4——x—|——y.
T 2 T T T



Exercice 6.
Solution 1: Une possible fonction est :

x5—y5

g = Argp TEVF00,
0 si(z,y)=(0,0),

dont les dérivées partielles en (0,0) sont :

_ =
01 (0,0) = timg LBV SO0 _ 7 =0
or z—0 T =0

_ ~5 -0
91 0,0) = 1y L0V = SO0 _y Zvi 77
oy y—0 Y y—0 Y

Pour étudier la différentiabilité supposons que f soit différentiable en (0,0). Par définition de
la différentiabilité (voir cours), on a alors

_ _ o0 o) (" :
) = 10+ 2.040) = 10,0+ (G0 o) (5) +aan | (1))
= f(0,0) + %(0,0) x + 2—5(0,0) y+e(x,y) Va+y?
avec (z,yl)igéo,o)dx’w = (. Puisque f(0,0) =0, g—i(0,0) =1et 3—5(0,0) =—1 on aque
flay) —x+y 2ty —ay

E\r,y) = ’
( ) /I2+y2 (x4+y4) /$2+y2

mais sur une suite de la forme (x,2z) — (0,0) on a

z—0
>0
—14425 14
lim e(z, 2z) = lim = — 0,
230 (z, 20) 20 17/515 175 #

ce qui contredit I’hypothese que f est différentiable en (0,0).
Solution 2: O va construire la fonction f. Posons

flz,y) =2 —y+ Va2 +y2e(z,y)

avec €(z,y) a déterminer et tel que €(0,0) = 0 (voir définition de différentiable). Ainsi on peut
évaluer f en (0,0) et on obtient f(0,0) = 0. On veut que %(O, 0) = 1, donc il faut que

h—0 h h—0 h

=1+ lim sign(h)e(h,0),
h—0

qui est vrai si et seulement si limy, o €(h,0) = 0. De maniére similaire, on a que %(O, 0)=-1
si et seulement si limy,_,0€(0,h) = 0. Mais on veut que f ne soit pas différentiable, donc il faut

que lim €(z,y) n’existe pas. Prenons par exemple
(z,y)—(0,0)

0 sinon.

e(x’y) — {1 si (Ivy) 7£ (070) et y = x27



Avec ce choix de €(z,y) on a que f satisfait les hypotheses de l'exercice car €(0,
limy,_o €(h, 0) = limy_0 €(0,h) = 0, ce qui implique 9£(0,0) = 1 et 3—5(0,0) = —1. plu
n’est pas différentiable car

1 . 2 _
O—}lgr(l)e(h,O)%}lgr(l)e(h,h)—l,

et donc lim €(z,y) n’existe pas.
(2,4)—(0,0)

Remarque: On voit que si €(z, y) tend vers 0 selon la direction des axes x et y alors les dérivées
partielles de f en x et y existent. Mais ceci n’est pas suffisant pour que f soit différentiable, pour
ceci il faut que €(x,,, y,) converge vers 0 pour toutes les suites (x,,, y,,) telles que (z,, y,,) # (0,0)

et lim(zp,y,) = (0,0).
n—0

Exercice 7.

Voir les notes du cours.



EPFL
Section PH

Analyse avancée II — Corrigé de la série 7B

Echauffement. (Topologie de R")

i) Soit U = |J,, Ua, avec U, des sous-ensembles ouverts de R™. Pour tout = € U il existe «
tel que x € U,. U, étant ouvert il existe § > 0 tel que B(z,0) C U, C U. Donc U est
ouvert.

i) Soit m € N* et U = ()" U;, avec U; des sous-ensembles ouverts de R". Si z € U alors
Vie{l,....m} x € U, et Vi € {1,...,m} il existe ¢; > 0 telle que B(x,d;) C U;. Soit
0 = min{dy,...,0n}, alors Vi € {1,...,m} B(z,0) C B(x,6;) C U; et donc B(z,0) C

Exercice 1. (Bolzano-Weierstrass)

Soit (zx), Tx = (xkﬁl, . ,xk,n) € R™ une suite bornée, c’est-a-dire il existe C' > 0 tel que
Vk, ||z|| < C. Alors, pour chaque i = 1,...n la suite (x;“) est bornée. On peut donc par le
théoreme de Bolzano Weierstrass pour R extraire de la suite (xj) une premiére sous-suite, telle
que la premiere composante des (z) convergent. De cette premiere sous-suite on peut extraire
une sous-suite de sorte que la deuxiéme composante des (zj) converge aussi. En répétant
cette procédure n fois on arrive a une sous-suite pour laquelle toutes les composantes de (x)
convergent. A noter que le fait que 'on ait qu’un nombre finis de composantes est crucial!

Exercice 2. (Suites de Cauchy)
i) Une suite (z), zx € R" est dite de Cauchy si

Ve > 0, dng € N tel que Vn,m > nyg, ||z, — 2| <e

i1) Ceci est vrai pour n = 1 (voir Analyse I). Nous avons montré dans le cours qu’'une suite
(), xp = (xk’l, . ,:c,w) € R™ converge vers © = (x1,...,2,) € R" si et seulement si
pour chaque ¢ = 1,...n la suite (a:;“) converge vers z;. Ceci veut dire que toutes les
suites des composantes de (xy) sont des suites de Cauchy, ce qui implique la proposition
en utilisant la norme || ||, et puis ’équivalence des normes dans R™.

Exercice 3. (Sous-ensembles fermés)

Soit X C R™ fermé et (xy), xx € X une suite convergente vers x € R™. Le point z ne peut
pas étre dans le complément X¢ de X, car X¢ est ouvert mais tout voisinage de x contient
des points 7, € X. Donc z € X. Réciproquement, supposons que tout suite convergente (xy),
xr € X, converge vers un élément de X. Nous procédons par un raisonnement par ’absurde.
Si X n’est pas fermé, alors X n’est pas ouvert, et il existe donc au moins un point = € X¢ tel

1
que dans toute boule B | 7, 7 ) k € N*, il existe x;, € X. Par conséquence, la suite (xy) de ces

xp converge vers T, et donc par hypothese T € X, ce qui contredit £ € X¢. Donc X est fermé.



Exercice 4. (Espace vectoriel des fonctions continues)

Soit I'ensemble V' = C([0,1],R) des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1] & valeugg réell¥,
muni de I'addition des fonctions et de la multiplication des fonctions avec les nombres

)

i)

iii)

iv)

v)

i)

Si f1 et fy sont deux fonctions dans V', alors Va, 8 € R la fonction af; + B f2 est aussi
dans V.

Par conséquence de la linéarité de 'intégral et des propriétés des fonctions continues on

a bien que vfuguflny S V? <fag> = <gaf>7 que <(Xf1 +6f27g> = a<f179> +B<f17g> et

que (f, f) > 0, avec égalité seulement pour f = 0. Les propriétés de la norme induites
suivent comme dans le le cas de V' = R" (voir la série 6B, échauffement).

Comme pour le cas de R™ on a pour f,g € V et a € R, que

V< (s +aaf+0)= [ @)+ de = [ (0GP + 20l +ole)) do

_a/f dx+2a/f dx+/olg( )2 da

= o*|[fII* +2a(f, 9) + llg]l* = p(e),

avec les mémes conclusions pour le discriminant de I’équation quadratique p(a) = 0. D’out
I'inégalité de Cauchy—-Schwarz.

Les propriétés de la norme suivent directement des propriétés du supremum et de I'inégalité

triangulaire pour chaque x € [0, 1].

Vo € (0,1],1 —x < 1 et donc lim f,(x) = 0. Par contre on a que Vn, f,(0) =1, et donc
n—o0

lim f,(0) = 1. La limite point par point de la suite des fonctions f,, n’étant pas continue

n—oo

en x = 0, la limite n’est donc pas dans V. Néanmoins

i 1
S 1fall2 = hm/ s

Ceci montre que la suite des fonctions f,, € V' converge dans la norme || || vers la fonction
f=0eV.

Le théoréme de la convergence uniforme (voir le cours d’Analyse I) garantie que la limite
d’une suite de fonctions continues qui converge uniformément est une fonction continue.
La suite f,, donnée ne converge donc pas dans la norme || ||. Ceci signifie que les deux
normes ne peuvent pas étre équivalentes, car pour des normes équivalentes la convergence
dans une des normes est équivalente a la convergence dans ’autre norme.
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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 8A

Echauffement.

i) On a que f(t) = en®)sin(®) et donc

F(8) = £(t) - <® . % sin(t) + In(In(t)) - cos(t)>
_ m(t)m@ﬁ - % sin(t) + In(8)™Oln(In(t)) - cos(t)

_ m(t)sin(t)—l% sin(t) + ()™ Oln(In(t)) - cos(t) .

i) Voir le chapitre 5.2.4 du cours.

Exercice 1.
Les matrices jacobiennes de F' et G sont

(0. Fi(z,y) OyFi(x,y) ~ (0sG1(s,t) 0,Gi(s,t)
JF(m’y)—(asz(x,z) @5@,5)) et JG(S’t)_<8sG2(s,t) 6tG2(s,t))'

Ainsi
(@F)C(s.0) (0,R)(C(s.8))
Tr(Gls, 1) = ((éaFQ)(G(s,t)) <ayF2><G<s,t>>)

Le produit des deux matrices est donc (les arguments sont omis pour des raisons d’espace)

0. F1 0;Gy + 0, F, 0sGo 0. Fy 0,Gy + 0, F1 0,G
Te(Gls,1)) - Ja(s,t) = 10sG1 + Oy b1 05Gro 10:G1 + Oy 11 0yl ' (1)
0. F5 0sG1 + Oy F5 0,Go 0, F5 0,Gh + 0y 0,Gy
D’autre part la matrice jacobienne de F est
~ i asﬁ’l(s,t) @tF1<8,t)
Tr(s:t) = (65F2(s,t) 0,Fs(s,1)) " 2)

En notation courte on a

OF, _0F 0z 0ROy . _

F, = = =
Ooki(s,?) 0s 0z 0s | Oy 0s’ "

avec x(s,t) = G1(s,t) et y(s,t) = Ga(s,t), ce qui s’écrit proprement comme

0sFi(s,t) = 0,(Fi 0 G)(s,t) = (0:F3)(G(s,1)) - (0:G1)(s, 1) + (0, F1) (G (s, 1)) - (9:G2) (s, 1).



Les membres de droite de (2) et (1) sont bien égaux, c’est-a-dire

Jr(s,t) = Jp(G(s,t)) - Ja(s,t).

Exercice 2.
Soit
g:R* =R
(@, y,2) = g(z,y,2)
une fonction quelconque de classe C'!. On considere la fonction
h: R* — R?
(u,v) = h(u,v) = (ve ", u’e™", u)

et on définit f = go h. Alors

[ 20(1,0) = 82(0,1,1) + 2 52(0, 1, 1)
[ ] 85(1,0) =258(1,0,1) + §4(1,0,1)

90(1,0) =292(0,1,1) + 92(0,1,1)
[] 501,00 =252(0,1,1) + §£(0,1,1)

La fonction f est définie par

Ainsi
of 9 1 oy o 2
“J _ZJ u v u -9
6u(u,v) 5 (v ,u‘e””, u) ve (—2)
9/ _ou o
~J U v 2 v
+ 9 (ve ", u*e™, u) - 2ue
99 ou 2
+&(ve 2 u?e ,u) 1
et comme | (ve 2% u?e™", u) =(0,1,1), on a
(u,v)=(1,0)
of 9y dg 9y
—(1 = = 1,1)- — 1,1)- 24+ — 1,1)-1
dg dg
=2—(0,1,1 —=(0,1,1).
0.1, + 5 (0.1,1)

Exercice 3.

Soient f : R® — R" et ¢ : R® — R" deux fonctions de classe C*. Soit h = fog et p € R™.
Alors

Jn(p) = Jy (f(p)) Js(p).

2



[ ] VRAI B raux

Non, pour h= fogon a
Jn(p) = 1 (9(p)) Jo(p) -

Exercice 4.

i) Le domaine de H est D = {(z,y) € R* : z > 0}. Ainsi u > 0 parce que z > 0 et donc
Im(H) = D = {(u,v) € R* : w > 0}, c-a-d. D = D. Pour trouver la transformation
G = H ! on résout les équations de u et v pour z et y. On a y = v\/x , d’olt

—202 + Vvt + 4
T = Y 2U+ u:—1)2:|:\/?}4+u.

Comme z > 0, il faut prendre la solution avec + Vet donc

(z,y) = Gu,v) = (—v2 + Vot tu, v\/—v2 + m) .

u =2+ 20z =

Le dérivées partielles de GG sont

0G, 1

oG, 3 (—v? + Vol +u)

EAL RN N =
v 2vvt +u Vut+u
3G2 (%

du — 4y/ph Fuv—v? + Vol +u
3

oG v 4v
8_; = \/—v2+\/m+ e (—2v+2—m)
—0? (—0? + Vui + )
Vo Ty o ot
B (—v2 + \/m)2
Vet aV e Vet
La matrice jacobienne de G est alors

~ (0,G1(u,v) 0,G1(u,v)
Ja(u,v) = (8uGg(u,v) 0,Gs(u, v))

1 % —2v (—122 + \/W)

— 2
S | (s
4/ —v24+vvitu —v2+Vvi4u

Pour évaluer en (u,v) = H(z,y), observons que

4 2 2
Vot +u= i +x2+2y2: y—4+$2+2y2: (y2+]}2)2:y +z
Vi ?

x 2 T

:\/—v2—|—\/v4—|—u+

et donc

o) = 4 (17207 g

x2 + y2 4z

3



i1) La matrice jacobienne de H est

. 8,3H1(98,y) ayH1($7y> _ 2 4y
Tu(zy) = (8x£&(x,y) 0,Hy(z,y)) ~ \~33m )’

d’ou
’ o0r+ 2o \ghr 20 ) 2@+ \Y 272 )

ce qui est la méme matrice qu’en (3).

Exercice 5.
i) La matrice jacobienne de H est

1
J (ZL' ) o 8$H1(&3,y) ayHl(xuy) _ _($f2)2 I_—i-2
H\EY) = 81H2($7y> ayH2(x7y) N L 2z ’

2y+1 (2y+1)?

i1) Pour trouver la transformation G = H~': D — D, on utilise

T

= =v(2 1 4
| r=v2y+1) (4)
qu’on met dans ’expression donnée pour
I > u=— 7 = wy+1)+2u=y
T+ 2 v(2y+1) +2
2
= w+2u=y(l-2w) = y:M :
1 —2uv

En remplagant y dans I’équation de droite dans (4) par ce résultat, on trouve

~ 2uv(v+2) oo 2uv(v+2) + v —2uww?  (du+ 1)

1= 2ww ! 1 —2uv 1 — 2w
si bien que
(du+1)v u(v+2) 1
Glu.v) — _ ( du+ 1), 2 )
(v, ) (1—2uv T 1= 2w 1 —2uw (u+ Do, u(v+2)

La matrice jacobienne de G est alors

2v(v+2 m
0uG1(u,v) aﬂl(“»”)) _ ((1—(2;}))2 (13211;)2)

JG(U, U) = (auGg(U, v) 6UG2(’LL, 1)) w42 u(4u+1)

(1—2uv)?  (1—2uv)?

(5)
B 1 0(v+2) 4du+1
(1 - 2uw)? ( v+ 2 u(4u+1)>

i) On commence par calculer l'inverse de Jy(z,y). On a

2xy 1 r+4y+2

det(JH(xuy)) = (z +2)2(2y + 1)2 N (x+2)(2y+1) B _(x—i—2)2(2y+ 1)2




et donc

(Ju(z.y) ™ =

(z +2)*(2y +1)° (2y2j:1)2 x_iQ
z+ 4y + 2 ! .

2yl (a42)?
B 1 2z(z + 2)? (r+2)(2y +1)?
r+4y+2 \ (z+2)202y +1) y(2y + 1)2 '

Afin d’évaluer (Jy(z, y))f1 en G(u,v), on commence par évaluer les quelques termes qui
apparaissent souvent. Comme

4 1 2
x:(u—l— v ot ~u(v+2)

1—2uv v 1—2uv
par définition de G, on obtient

(du+1v+4u(v +2)+2 —4duww 4w +v+8u+2 (du+1)(v+2)

T+4y+2=

1 —2uv 1 —2uv a 1 —2uv
(du+1)v + 2 — duw v+ 2
T+2= =
1 —2uwv 1 —2uv
2y+1:2u(v+2)+1—2uv: du+1
1 —2uv 1 —2uv

et donc la matrice est

(JH<x7 y)>_l

o d-ow [(HEER(E) 5 ()
(@y)=Gluw)  (du+1)(v+2) ()7 sl ulid) ((dne1 )2

1—2uv 1—2uv 1—2uv \1-2uv

1 (2v(v+2) du+1 )

(1—-2uw)2\ v+2 u(du+1)

= Ja(u,v).
ey 20V

Une comparaison avec (5) montre qu’on a bien (Jy(z, y))_l
Exercice 6.
Ona f(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) = f(2x—y,z+3y). En utilisant la formule pour la dérivation
de fonctions composées du cours et la regle de la dérivée d’un produit, on a successivement

0F _of ou , of o0

or  Oudxr Ov Ox’

Pf _(Pou | B ov\ou of Fu (B ou #Fovy o of o

0x2  \Ou2 0x  Oudv Ox ) Ox ~ Ou Ox2 Oudv 0xr  Ov? Oz ) Ox  Ov 0x?

Les dérivées analogues par rapport a y, c.-a-d. g—£ et giyg”,
ci-dessus. En substituant
ou
or

sont obtenues en remplacant z par y

ou 9%u 0%u

g | Z =0 — =
8y ) ) ayQ

2
’ 0x?

0,



ov ov

% = 1, 8_y = 3a
dans les expressions pour % et giyéc, on obtient
Pf  O0*f
M=ot oy
27 2 2 2 7
0T (o' (0N, BT ([ 0u 0w
ou? ox dy Oudv \ O0x Oz
of (0%u  O*u of (0*v 0%
+ st ]+t |55t
Oou \ 0x?  Oy? ov \ 0x2 = 0Oy?
0 f 0 f 0 f
=% oudv T Va2

o
02

=0,

ou 0w
dy Oy

)+

*f

ov?

0%

oy

(

@
ox

)+

v
dy

))
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 8B

Echauffement. (Limite d’une fonction et continuité)
i) Définition de la limite en un point :

(a) Définition avec les suites
Une fonction f: R®™ — R™ admet ¢ € R™ comme limite en z* € R" lorsque x tend
vers z*, si pour toute suite ().~ ¥ € R™\ {2*}, qui converge vers z*, la suite
(Yk) 0> Uk = f(z) € R™, converge vers .

(b) Définition avec € et §
Une fonction f: R®” — R™ admet ¢ € R™ comme limite en z* € R" lorsque x tend
vers x*, si Ve € R, e > 0, il existe § € R, § > 0, tel que Vx € R", 0 < ||z —2*|| < &
implique || f(z) — ¢|| <e.

Montrons maintenant 1’équivalence des deux définitions.

(a) Limite selon € et 6 = limite selon la définition avec les suites
Supposons l'existence d’une limite selon la définition avec € et §. Soit une suite
quelconque (xx),~q, x € R™\ {z*} qui converge vers z*. Alors, par la définition de
la convergence d’une suite, il existe ko € N, tel que Vk > ko, 0 < ||y — 2*| < 6.
Donc, par la définition de la limite par ¢ et d, Vk > ko, ‘f(xk) —KH < g, ce
qui par la définition de la convergence d'une suite veut dire que la suite (yx);~o,
yr = f(z) € R™, converge vers /. -

(b) Limite selon la définition avec les suites = limite selon ¢ et ¢
Raisonnement par ’absurde. Supposons donc qu’une fonction f: R® — R™ admette
¢ € R™ comme limite en x* € R" lorsque z tend vers x* selon la définition avec les
suites, mais que ¢ n’est pas la limite de f en x* € R"™ selon la définition avec ¢ et 4.
Alors, Je > 0, tel que V6 > 0, 3z € R", tel que 0 < [lz — 2| < et || f(z) — €] > &
(voir la série 1B pour la négation d’une implication logique). En particulier donc,

1
Vk € N*, Jx, € R™, tel que 0 < |lap — z*|| < 0 = z et || f(zx) — €| > . La suite

(x1),~, converge donc, par la définition de la convergence d’une suite, vers z*, et donc

(Yr)r>0» Y& = f(xx) € R™ converge vers /, en contradiction avec Hf (xg) — ¢ H > €.
En conclusion, f admet ¢ comme limite selon la définition avec € et 9.

i1) Les définitions de la continuité en un point sont identiques aux définitions de la limite,
mais avec ¢ € R™ remplacé par f(z*) € R™.
Exercice 1. (Inégalité de Young et de Holder et équivalence de normes)

i) Inégalité de Young

1 1
Soit 1 < p < 400 et q est tel que — + — = 1. On doit montrer que Va,b € R,
p q

ab < ﬁap + %bq. D’abord, si @ = 0 ou b = 0 (donc aussi si a = b = 0), I'inégalité est



triviale. Supposons donc que a > 0 et b > 0 et soit g(s) = — In(s).

1
€ 10, +oo[ que g”(s) = — > 0. Ainsi, la fonction g est convexe sur |0
s
1 1
—+ =~ =1, 0n adonc pour 1 < p < 400 que
p 4q

1 1 1 1
o (G ) <o)+ L g
p q p q
et de suite que
1 1 1 1
In <—ap + —bq) > —1In(a?) + — In(b?) = In(ab).
p q p q
La fonction In étant strictement croissante, ceci n’est possible que si

1 1
ab < =aP + =b.
p q

Inégalité de Holder
Soient z,y € R™, ou & = (z1,x9,...,2,) et y = (y1,Y2,-.-,Yn), et soit ( , ) le produit

1
scalaire euclidien. On doit montrer que pour tout 1 < p < +oo et g tel que — + — =1,

(2, )| < llll, Nyl -

(a) Sip=1et g=+o0, on a, pour tout z,y € R™
0] = S ] < 3l < (o >l = el ol

1 1
(b) Soit maintenant p € ]1,400] et g tel que — + — = 1, c’est-a-dire ¢ = Ll Siz=0

p
ou y = 0, I'inégalité est triviale. On peut donc supposer que x # 0 et y # 0. On a,
pour A € R, et en utilisant I'inégalité de Young :

[(z,9)| < lezllyzl—zhlxz < Iy

Z Aplaﬁzli’“rz \yz I—Ap||x||p+——!|y||q

1/p . . p q

Si on pose A = Hfol/q [yll,/* on obtient, puisque p — = = ¢ — = =1,
p
P _ —r/q p_

Nl = Nl ll, ™ Wyl [l = Nl vl
et

1 q —a/p q

o 19l = il ylly ™ vl = llzl, yll,
Ainsi,

[(z,9)] < —|| I i, + =~ ||w|| 1yl = llll, i,



@i) || ||, est une norme pour p > 1 mais n’est pas une norme pour 0 < p <1

On va montrer que pour p > 1 I'inégalité triangulaire est satisfaite mais8as pd >
Les autres propriétés d’une norme sont satisfaites pour tous les p.

(a) Soit p > 1 et soient z,y € R", ou x = (21, x9,...,%,) et y = (y1,Y2, .- ., Yn). Alors,

lz+yl2 =" lws +wil” =Yl + il i+ wal ™
=1 =1
<Y il lz w7+ D il e+l
=1 =1

On utilise maintenant 'inégalité de Holder (a, b) < ||al|, [|b]|, avec

a:(\:r1| s |xn|)

b= <|$1 _‘_y1|pi1 PR ’xn+yn|p71>

ce qui donne

-1
D sl e+ gl = (a,b) < lall, [1bll,
i=1
1/p 1/q

= 2": |24 2”: s + i PV
=1 =1

1 1 1 1 1

Rappelant que, puisque -+ - =1, ona —=1—-=—-(p—1)et (p—1)g=1p, de
P q q p D

sorte que

n
Dol o+ wl” ™ < el e+l
i=1

On obtient de la méme maniere que
n
D il 4yl < Nyll, llz+ ol
i=1

et on a donc
-1
o+l < (e, + lyll,) e+ 2™

De cette inégalité on obtient I'inégalité triangulaire recherchée, en divisant a gauche
et a droite par ||z + yHi_1 si ||z +yll, #0. Sillz+yl, =0, I'inégalité triangulaire
est trivialement satisfaite. Les autres propriétés d’une norme sont immédiates.

(b) Soit p < 1 et soient z,y € R”, ou z = (1,0,...,0) et y = (0,...,0,1). On a
lzll, = llyll, = 1, mais [lz + yl, = 27 > 2 = [z, + [y, ce qui montre que
I'inégalité triangulaire n’est pas toujours satisfaite, et || ||, n’est donc pas une norme.

iv) Inégalités
Soit x € R™, ot & = (1, T2, ..., 2y), et posons |z| := (|z1], 22|, ..., |2,]). Soit p > 1 et

1 1
q tel que — + — = 1. Alors,
p q



(a) En posant y = (1,...,1) € R™ on obtient

lzlly = Y Ll = (el ) < Nell, llyll, = 0t/ |2l

=1
(b) On a
1
N /p U y
_ P p _
fely = | S| (o) =0t
(c) On a

n
oo = max o] < 3 fos] =
i=1
Montrons maintenant que les normes || ||, sont toutes équivalentes. En effet, soient
1 1
p, 7 € [1,+00] et soit g tel que — + — = 1. Alors, pour tout z € R",
p q

lzll, <0t lzll <0t l2ll, < 2Rz, <t ),
et de la méme maniere on trouve que

], < 0PV |z,

1
ou s est tel que — + — = 1.
ros

Exercice 2. (Normes sur applications linéaires)

i) Par la linéarité de L et de la norme on a

[Lllpq = sup Zm= = sup || Lall,,
verr |zllp  sere
z70 <l

et donc YA € Ret VL € L(R",R™), |AL|pq = M| L|p,q- Par 'inégalité triangulaire pour
la norme || ||; on a VLi, Ly € L(R™,R™) , |[L1 4 Lo|lpq < [|L1llpg + | L2]|pq €t finalement
|L||pq = 0= L =0, car sinon il existe € R™ tel que Lz # 0 et donc ||Lz||, # 0.

it) Par rapport aux bases de R" et R™ on a pour = = (x1,...x,) € R"

n
= E Q5 55 ?;:17...771,
j=1

et donc

n

m m n n m
E : Qi 5| < E ,E ,‘aw| |$J‘ = E ,E {|a”‘ ‘Ia|

i=1 i=1 | j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

> lais] | 2l = | sup Zlau\ ZI%\

j=1 \ i=1 Isjsn

'P_ﬂ

3



ce qui montre que || L[j;; < Sup |4;]li. De plus, puisque ||La?|| = ‘
(0...0,z; =1,0...0), on a aussi ||L||171 > sup |41, ce qui montre I'dlalité.
1<j<n

iii) Par rapport aux bases de R"™ et R™ on a pour x = (x1,...x,) € R"

n

(Lx)i:Zai,jxj i=1,...m

Jj=1
et donc

sup |(Lx)2‘ = sup E a;;x;| < sup E ‘ameJ‘
1<i<m 1<i<m | 1<i<m

< sup (sup |xj‘> E |aw‘

1<i<m 1<5<
= <sup ‘:L']|> sup E ‘aw‘
1<5< 1<i<m

ce qui montre que ||Lljocoo < sup [|4;|li. De plus, pour le bon choix des vecteurs
<i<m

z = (21,...2,) € R" de norme ||z]o = 1 de la forme 2 = (£1,+1,...,+1) on a

n n
= Zai,ﬂj = Z |aij| = I Aill, i=1,...m,

et on a donc aussi que ||L||OO o > sup ||Ai]l1, ce qui montre I'égalité.
<i<m

iv) Par rapport aux bases de R™ et R™ on a pour z = (z1,...x,) € R",
|L||2 = (Az, Az) = <.7:,ATA:1:>

avec () le produit scalaire Euclidien et AT la matrice transposée de A. La matrice ATA
étant réel symétrique, il existe une matrice orthogonale O telle que OTATAO = D, avec
D la matrice diagonale qui contient les valeurs propres A\; > 0, j = 1...n de la matrice
AT A. Par conséquence

Lz
1ollaz = sup 12202 o s = s /T ATAE)

z€R™ ||1E||2 xeR"
x#0 [|z]]2=1

= sup +/(y,Dy) = sup

yeR™ yeR™
lyll2=1 lyll2=1
< sup A; | sup E y sup Aj.
1<j<n yeR™ 1<j<n
llyll2=17

D’autres part pour z € R” le vecteur propre normalisé de la plus grande valeur propre A

de ATA on a
Ve, ATAz) = VA

et donc ||L|22 > VA, ce qui montre I’égalité.
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Echauffement.

i) On a la fonction G: Ry x [0, 7] x [0,27] — R? avec

G(ﬂv 0, 90) = (Gl(p7 0, Qa)a GQ(p7 0, 90)’ G3(p’ 0, 90))7

ot z = Gi(p,0,¢) = psin(0) cos(yp),
y = Ga(p,0,¢) = psin(f) sin(p),

z = Gs(p, 0, ) = pcos(0).

Cette fonction est surjective mais pas injective.

i1) On vérifie par un calcul direct que % + y* + 2% = p?. Ainsi les points (z,y, 2) sont bien sur
la sphere de rayon p.

i11) On restreint G(p, 0, p) a ’ensemble ouvert D= R% x]0,m[x]0, 27[. Sur cet ensemble G est
injective et _
G: D —R*\ {(2,0,2) e R*: 2 > 0}

est bijective. La matrice jacobienne de G est

0G4 0G4 G,
8—p(f)79790) g »0.%) %(0,9790)
oG G oG
Ja(p.0,9) = 8—;(/),9,90) 8—92(/),0,90) a—;(p,ﬁ,w)
0G3 G G
) P00) g (p0.0) 570, 0,9)
sin(f) cos(p) pcos(f) cos(p) —psin()sin(p)
= | sin(f) sin(p) pcos(f)sin(e) psin(f) cos(p)
cos(0) —psin(0) 0

iv) On vérifie que det(Jg) est

det(Jg) = p? (sin3 0 sin? o + cos® 0 sin 0 cos® ¢ + cos? O sin § sin?  + sin® § cos? <p)
= p?sind.

Exercice 1.
On se contente de vérifier la formule proposée plutot que la retrouver parce que les calculs sont
moins longs. On remarque d’abord que la formule donnée est équivalente a
0’F
sin(6)? 9p?

OF  , 0°F

or Lok cos(Q)@ O*F 1
ap 7 92 90°

2 —
Al =2p sin() 00

(1)

1



et donc on va exprimer les éléments qui apparaissent a droite de (1) en fonct@n de
partielles de F' par rapport a x, y et z. Comme F' = F o G avec G comme #'Ex
faut dériver en chaine. Pour simplifier on utilise la notation courte pour les Bbmpose

Ja(p,0,¢), c.-a~d. on écrit 8”” " pour %, % pour BGQ etc.
Pour p on a:

OF OF 0z OF dy OF 0z OF OF , OF
8,0 B 8p + — o (9p + 5 8_p = o sin(0) cos(p) + o sin(f) sin(p) + P cos(0)
0*F 0 (OF , o (OF , , o (OF
a7 " op (E) - sin(0) cos(p) + a (8_y) -sin(0) sin(yp) + a (%) - cos(0)
O*F 8x+ O*F 8y+ O*F 0z in(0) cos(e) +
— \ 022 dp  Oydx dp  0z0x 8,0 ° CoS\P
O*F Ox 82_F@+ O*F 0z in(0) sin(s) +
axﬁy 8p oy dp  0z0y 8,0 i S
O*F 81: O*F 0y  0°F 0z
— + —— = | cos(6)
dxdz Op ayaz dp 022 Jp
O0*F O0*F O*F
=37 sin(0)? cos(p)* + 7 sin(6)?sin(p)* + 52 cos(6)? +
TL g sin(0)? cos() sini) + 01 cos(B) sin(6) cos() + 202 cos(6) sin(6) sin(y)
920y sin(6)” cos(ip) sin(p) + 5~ 2 cos(6) sin(6) cos(y 9907 cos(0) sin(#) sin(yp).
De méme pour 6:
OF OF 0z OF Oy OF 0z OF OF , OF
= o 90 + = 9y 90 + 5, 90— 92 pcos(0) cos(p) + — pcos(f) sin(p) — — psin(6)
0*’F 9 (OF 0 (0F : 0 (OF .
02— 90 ((9_ 008(0)) - peos(p) + % ((9_ cos(&)) - psin(p) — 50 (E sm(@)) p

= [% @_i) - cos(f) — g—i sin(@)] peos(p) + [a% (83_5) -+ cos(0) — g—j sin(@] psin(p)

_ {% (%) -sin(6) + (?9_5 608(9)] p

O*F 0x  O0*F Oy O°*F 0Oz oF .
= (w %0 + By07 90 + 9200 (9(9) pcos(f) cos(p) — o psin(f) cos(p) +
O*F 0x O*F Oy  O*F 0Oz , oF . _
<3$8y %0 + 7 o0 + 9205 89) pcos(0)sin(p) — n psin(d) sin(p)
OPF 0x  O0*F 0y O*F 0z , oF
a (83:82 0 * dydz 00 T2 02?2 89) psin(f) = 0z peos(f)
2 p 2 2
(?3 5 P % cos(0)? cos(p)? + O;TZ; p? cos(0)? sin(p)? + 275 p?sin(0)? +
2 2 2
(‘fx@y 2% cos(#)? cos(ip) sin(p) — aaxgz 2% cos(#) sin(f) cos(p) — é?ay(‘];z 2% cos(#) sin(#) sin ()
OF OF . OF
~ 3 psin(f) cos(p) — i psin() sin(p) — 5 pcos(f)
et pour ¢:
OF OF 0z OF dy  OF 0z OF OF OF

(9<p Oz a¢ + o oy agp + — ER ago =~ psin(f) sin(p) + (9_y psin(f) cos(p) + 5 0



O*F 0 (OF , 0 (OF

- (8_ sm(gp)) - psin(f) + 70 (8_ cos(gp)) psin(6f
0
dp

— — sin(p) [ psin(d

(—) -sin(p) + ?9_]; COS(@)] psin(0) + {

dp

3217 317 O*F dy n O*F 0z <in(6) sin(g) — §L_ s1n(6) conf

9% dp | Oyow 0y | 0200 0p) ° P el

PF dv  O°F Oy OF 0z oF . .
<3$3y g O Bp | D20y &p) psin(6) cos(p) = 5 - psin() sin(p)
82 . . 82F : aQF

=53 p? sin(0)? sin(yp)? + 7 p? sin(0)? cos(¢)? — 900y 2% sin(0)? cos(¢p) sin ()

oF oF _
~ 9 psin(f) cos(p) — n psin(0) sin(p)

Maintenant on peut remplacer les termes obtenues dans la partie droite de (1) qui est rappelée
ci-dessous : _ _ _ _
OF  ,0°F cos(0) OF O*F 1 O°F
20 — + p? s (2)
dp p?  sin(f) 90 ' 90 sin(#)? Jy
Pour ne pas perdre la vue d’ensemble en regroupant les coefficients de chaque dérivée partielle
de F, on fait un tableau qu’on remplit au fur et a mesure en évaluant les termes dans (2).

Terme Coefficient Résultat
aF : COS . CcOos *
o 2psin(f) cos(p) + p sm((e)) cos(p) — psin(f) cos(p) — psing“g)) =0
aF . . cos . : sin *
m 2psin(0) sin(p) + p Sm((@)) sin(p) — psin(f) sin(p) — psm((s;)) =0
OF
s 2pcos(f) — pcos(f) — pcos(6) =0

z
0?F
e p*sin(0)? cos(p)? + p? cos(6)? cos(p)? + p? sin(p)? = p?
x
0?F
5z p*sin(6)? sin(p)? + p? cos(0)? sin(p)? + p* cos(ip)? = p?
Y
0*F
52 p? cos(6)? + p*sin(6)? = p?
0*F
525 2p? sin(6)? cos() sin(y) + 2p* cos(0)? cos(p) sin(p) — 2p? cos(ip) sin(p) =0
oy
62F 2 . 2 .
2p* cos(0) sin(0) cos(p) — 2p° cos(f) sin(f) cos(y) =0
0x0z
azF 2 . . 2 . .
2p* cos(0) sin(0) sin(p) — 2p* cos(8) sin(f) sin(y) =0
0y0z
*Pour simplifier les termes avec les fractions il faut mettre en évidence pCOSE )) respectivement p:?]((‘g)) .

Puisqu’on a obtenu que (2) est égal a p? ( oz T %ZI; + %QZF ) = p?AF, on a bien démontré la

formule pour le laplacien de F.
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Exercice 2.

Les fonctions F' données sont des intégrales dépendant d’un parametre de la {@me

b(t)
= / f(z,t)dz
a(t)

Si les fonctions f, a et b sont de classe C, la dérivée de F est (cf. cours)

jtF() F(b(t),t) - V' (t) — f(a(t),?) -a’(t)+/a(t) aa{(:c t)dx . (3)

i) Ona f(z,t) = “S(m“" € 0'(12,3[x]1,00[), a(t) =2 et b(t) = 3 avec a,b € C'(R).

Puisque les bornes sont constantes, le membre de droite de (3) consiste uniquement de
I'intégrale et on a

, 0 (2t +sin(x) > ot In(z) 5 gt 3t gt
F(t)_/2§( In() )dx_/2 In(2) dx_/Qxdx_LHL_ t+1

i) On a f(z,t) =In(z? + %) € C*(]1,00[ x |1, 00[), a(t) =t et b(t) =1t* avec a,b € C*(R).
Les bornes dépendent de t. On a

F(t) = dc(ztt) -ln<(t2)2—|—t2> —%-ln(t2+t2)+/t gt(ln(x + %)) da
—otIn(f (2 + 1)) — In (212) +/t2x22—+tt2dm.

t2 t?
1 2t
Puisque 2t / — 5 dx = | —arctan <£> = 2arctan(t) — T , on a finalement
.z t t/], 2

F'(t) = 2tIn (tQ(tQ + 1)) —1In (2152) + 2arctan(t) — =

Exercice 3.

Ces fonctions sont de nouveau de la forme (3).

i) Ici on a f(x,t) = Sm(c+m € C'(]0,00[ x]0,00[), a(t) = Vt et b(t) = 1 avec a,b €
C1(]0,00[). Ainsi

i = Snleos(t)) ;zt(l) _sm(co\s/(%t\/%)) '%WH/;#% (M) da

t

: 1 t3/2 1/t
= _sin(cos(l)) _ sin{cos( +/ cos (cos(tx)) (—sin(tx)) dz
t Vi
__sin(cos(1))  sin(cos( t3/2 + [sm cos(tr)) } /t _ 3sin(cos(t¥?))
B t i 2t '



ii) Pour f(z,t) = % € C'(]0,00[ x]0,00[), a(t) =1 et b(t) = /t avec a,le C

seulement la borne supérieure dépend de ¢ si bien que le terme en f(a(t), ¢ app

d /, %a etx3
Ca) a@)dﬂf
=1

et” 1 Vi 3 1et 1 .3 Vi
:—'—t_2/3—|— x2€tm dl’:———f— _etw
vt 3 . 3t

1 12 t) 16t2 1( 12 ¢
L) i e,
3t<6 )ty T\ e

et donc F'(1) = %e. En fait, puisque pour ¢ = 1 l'intégrale s’anulle on a pas besoin de

calculer ce terme et on a directement F'(1) = 3

i I
t -3

t=1

Exercice 4.
Q1 : Soit f: R? - R, (z,t) — f(z,t), une fonction de classe C' et soient a: R — R et
b: R — R deux fonctions de classe C'. Alors la fonction

b(t)
F(t) = f(z,t)de

est de classe C'! et on a

Vrai, voir le cours.
Exercice 5.

i) Comme on veut utiliser le théoréme des fonctions implicites, il faut vérifier que toutes ses
hypotheses sont satisfaites. On commence par calculer les dérivées partielles de F'. On a

F, = 0,F =62 — 22y + 3 et F, = 0,F = —42%y* + 63,

qui sont continues sur R? et donc F est de classe C'. Comme on veut trouver une fonction
définie au voisinage de 0, on pose xg = 0. L’équation F(0,yo) = 2y5 — 2 = 0 implique alors
que yo = 1. De plus F,(0,1) = 6 # 0.

On peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites qui nous dit que 1’équation
F(z,y) = 0 définit une fonction implicite y = f(z) dans un voisinage de 0 telle que
F(z, f(x)) =0 et f(0) =1. De plus on a

F(e, (@) _ 62— 20f(a)'+3

Fy(z, f(z))  4a?f(2)? - 6f(x)?

et ainsi f’(0) = —3% . Le graphe de la fonction f se trouve a la Fig. 1.

f'(x) =

i1) Les dérivées partielles de F' sont

F,=¢e"+ye" et Fy=¢e"+axe¥,



qui sont continues sur R? et donc F est de classe C'. On a de nouveau et
Y+2=0 = yo = —2. Comme en plus, F,(0,—2) =1 0, on peut applidher le
des fonctions implicites. Ainsi il existe une fonction y = f(x) définie infPliciter g
I'équation F(x,y) =0 dans un voisinage de 0 telle que F(z, f(z)) =0 et f(0) = —2. De
plus on a

o R f@) Ot fa)e
T = F e f@) ~ etz

et ainsi f’(0) =2 — % ~ 1.865. Pour le graphe de f, voir Fig. 2.

<
<

05f
‘ ‘ ‘ Ly
-10  -05 0.1 10
-05} -35f
Figure 1 Figure 2

Exercice 6.
Q1 : Soit la fonction f: R* — R définie par

f(z,y, 2) = 22° — 3ya® — 6yz
et on considere la fonction g : R? — R implicitement définie par I’équation

f(z,y,9(z,y)) =11.

Sachant que ¢g(1,3) = =2, on a

[]51,3)=0
[] 81,3 =%
W 213)=2
[]21,3 =11
En dérivant I’équation f (:c, v, g(z, y)) = 11 par rapport a x on trouve
of of dg _
5 (0090 9)) + 2= (2, y,9(x,9)) - - (x,9) = 0
et donc, puisque ¢(1,3) = —2,
of of dg
—(1,3,-2 —(1,3,-2)- —(1,3) =0
81'(” )+8z(” )836(’) ’



d’ou

ag %(1737 _2) —9y$2
2: 1 =55 ) T T
r %(1737 _2) z7— by (z,y,2)=(1,3,—2)
-2 9
S 24-18 27

Exercice 7.
Soit f(z,y) = 2%y + x? + y?. L’équation du plan tangent a la surface 2 = f(z,y) au point

(20, Yo, 20) , OU 2o = f(0,yo) est (voir le cours)

z = [(20,Y0) + 0 f (w0, yo) (& — o) + 0y f (0, Y0) (Y — Yo) -
Puisque 0, f(z,y) = 32%y+2x et 0,f(x,y) = 23+2y, I'équation s’écrit pour (zg,y0) = (1,1):

2=3+5(x—1)+3(y—1) =3 br+3y—z=5.

Exercice 8.

Par le théoreme des fonctions implicites, I’équation F(x,y, z) = 0 définit localement une fonc-
tion z = f(x,y) de classe C* telle que F(x,y, f(z,y)) = 0 et 20 = f(xo,90). Comme
[ est différentiable car C!, Iéquation du plan tangent & la surface 2 = f(x,y) au point
(20, Yo, f(x0,y0)) est (voir §4.2 du cours)

= o) + 5 (o) (@ = 20) + 520, 30) (= 30),

donc
(2 = 20) = 52 (o) (2 = ) = (a0 (0 = ) = 0. ()

En utilisant les relations entre les dérivées partielles de f et ' données par le théoreme des
fonctions implicites, (4) s’écrit

8_F(x07y0720) B_F(any(J?zO)
(Z_ZO)‘F%—(:C—Q:O)—{— gy

o (=) =0
5(330, Yo, %0) 3—5(330; Yo, %0)

oF oF oF
A @(9307240, 20) (2 — 20) + %(3307?40, 20) (v — o) + a_y(-730>?/0, 20) (Y — o) =0

A VF(xo,Y0,20) - (x — Z0,y — Yo, 2 — 20) =0,

ou - dénote le produit scalaire. Comme cette derniere équation est vraie pour tout (x,y, z)
proche de (g, Yo, 20), le gradient de F en (z, yo, z0) est orthogonal au plan tangent en ce point.

Remarque: Formellement le gradient V f d’une fonction f est un vecteur colonne. Mais pour
alléger la notation dans les corrigés, on I’écrit comme vecteur ligne.



Exercice 9. Soit F(x,vy,2) = z2* — 22%y + y*2. En évaluant F au point (1, B() on a
F(1,1,29) =0 < 23—2—1-20:0 & zg=1 ou zg=—

Selon le cours sur les fonctions implicites, ’équation du plan tangent a la surface F'(x,y,z) = 0
au point (xg, Yo, 20) est

(r —7o) - VF(x0,v0,20) = 0, ot r=(x,9,2) et ro=(To,Yo,%)

Puisque
VF = (0,F, 0,F, 0.F) = (22 — day, =22 + 2z, 2wz + y2) ,

on a pour le point (g, yo, 20) = (1,1,1)
VF(1,1,1) = (—3,0,3)

et I’équation du plan tangent est

r—1 -3
y—1]-10|=0 & =3e—-1)+0y—1)+3:—-1)=0 < z—-2=0.
z—1 3

Pour (xo,v0,20) = (1,1,—2) on a
VE(1,1,-2) = (0,6, —3)

et I’équation du plan tangent est

x—1 0
y—1]1-1-6]=0 < O0x—-1)—-6(y—1)—3(2+2)=0 < 2y+2=0.
Z+2 -3



EPFL Peter Willwer
Section PH 3 maif024

Analyse avancée II — Corrigé de la série 9B

Echauffement. (Dérivation sous l'intégrale)

Soit x € R. Alors, par le théoreme des accroissements finis (voir AnalyseI), Vh € R, 0 < |h| < 1,
30 = 6(h) €0, 1], tel que

‘f(erhf)L—f() /ogi( Y at] - ( :c+ht (:c,t)_g_i(xt)>dt
= (a_g +0h,t) — gi( ,t)>dt
g/o i(w—l—@ht)—%(x t)‘dt

0
La fonction 22 est uniformément continue sur [z — 1,2+ 1] x [0,1] (voir le cours de lundi

x
semaine 11), ce qui implique que Ve € R, e >0, 3§ € R, 0 < 6 < 1, tel que Vh € R, |h| < § et
VteR 0<t<1,

dg dg
7 _ 7 <
e (x + Oh,t) pe (x, t)‘ <eg,

f(:c—l—h / %
T

Ceci montre (par la définition de la limite & — 0, voir Analyse I) que f est différentiable en x
et que

et donc

Lo
r@= [ 5

La continuité de la fonction f’ en x donné suit aussi de la continuité uniforme de la fonction

(z,t) dt.

a—g sur [x — 1,2 4+ 1] x [0,1] car, comme dans la borne précédente, on a que Ve € R, ¢ > 0,
T
R, 0<0<1tel quey €R, |z—y| <0 implique

1£(2) - F(y)] < /

dg dg
-7 A <e.
D0~ 2 y,0)| dr<e

Exercice 1. (Dérivation sous 'intégrale)

Soit © € R. La formule de dérivation sous l'intégrale donne

f'(x) = sin(x m> + /me COS(ZL‘W) dt



et en particulier, f(0) = 0. En appliquant une deuxiéme fois la formule deflérivation®ous
I'intégrale on obtient

f(x) = cos(xvl +x2> : (\/1 + 22 4+ %)

FVIT A cos (aVIT 7 ) - /j(l +£2) sin (+VI5 7 ) di

et donc en particulier, f”(0) = 2. Ainsi, f admet bien un minimum local en 0.

Exercice 2. (La fonction Gamma)

Nous commencons par donner quelques pistes concernant ’estimation d’intégrales. Comment
peut-on montrer par exemple, que quelque soit N € N, l'intégrale

/ tNet dt
0

converge? Dans ce cas précis on peut intégrer N fois par parties pour trouver que l'intégrale
vaut N! | mais le plus souvent il ne sera pas possible de calculer une intégrale explicitement et il
faut se servir de la continuité et d’autres propriétés de la fonction pour démonter la convergence.
Dans le cas présent on peut se convaincre que, donné N, il existe une constate C' > 0 telle que

tNe ™t < Ce 2,

Le choix de e*/? & droite est juste un choix possible, le but étant de borner la fonction donnée

par une fonction simple & intégrer. En divisant par e %2 on voit que I'on obtient I'inégalité
donnée en définissant C' par

C = suptVe /2
0

(voir (Fig. 1)). Nous allons nous servir de ce genre d’estimation dans ce quit suit.

Pour tout x € ]0, +oo] l'intégrale qui définit I'(x) existe au sens d’une intégrale impropre sur
[0, 4+00] et la fonction I' est donc bien définie.

i) Soit g(z,t) =t*"'e~". On a que g € C*(]0,+oo[ x Ry, R) et

%(w, t) =1In(t)t" e .

Pour montrer que I' € C* ( 10, 400, R) il suffit de montrer que I est de classe C* dans un
voisinage de tout point x € |0, +oo[. Soit donc z € |0, +o0[ et soit I = [¢,d], ou ¢,d € R,
0 <c<x<d. Pour x €I, les intégrales

/Og(x,t)dt et /0 %(;U,t)dt

convergent absolument et donc uniformément (voir la définition et la remarque du cours)
car

‘g(m,t)’ < Ctele 2, ol C = sup



i)

70

60

50 1

404

30

204

t

Figure 1: La fonction t*e~ est bornée

par la fonction Ce™"/? avec C' = 496
et, pour d e R, 0 < <e,
0 ’?(%t)'
' x
—g(x,t)(x,t) < Ottt ol C'= sup ———7p < 00,
ox epeq 1Tt
>0

et les fonctions t“~'e /2 et t“~1e~¥/2 sont positives et intégrables au sens des intégrales
généralisées. On peut donc dériver sous l'intégrale et ’on obtient que

—+o00
I'(z) = / In(t) t* e tdt.
0

Remarque : pour étre précis, vu que pour z < 1 lintégrale est impropre en t = 0 et
t = 400, on coupe 'intégrale en une intégrale entre 0 et 1 et une intégrale entre 1 et +oc.
La convergence uniforme en ¢t = 0 est définie en termes de celle a I'infinie en effectuant le
changement de coordonnées t = 1/s, ce qui revient a faire les vérifications indiquées.

On a que g € C*(]0, 4+00[ x Ry, R) et pour k € N,

g

ﬁ(%, t) =In(t)*t*te ™,

ce qui permet de montrer par récurrence que I' € C’OO(]O, —I—oo[,R), car pour ¢ € R,




0<dd <e VkeR,

g
ok ok (¢
—Z(:z:,t) < (k)¢ e 2, ou  C'(k)= sup T <%
Ox ' <z<d e e
>0
*g
et les fonctions ——- sont donc toutes uniformément intégrables en ¢. On peut donc dériver
x

sous l'intégrale et I’on obtient que

+oo
'™ (z) = / In(t)" t*te~tdt.
0

iii) Pour x > 0, on obtient par intégration par partie (sur l'intervalle [e, R], puis passage a la
limite ¢ — 0+ et R — 400) que

400 +o0
[z+1) = / tYetdt =0+ / pt" e tdt = 2l(x).
0 0

De plus I'(1) = 1, ce qui implique par récurrence que pour tout n € N, I'(n + 1) = n!.

Exercice 3. (Intégrales généralisées, procédure de “cut-off”)

i) Pour 0 < e < 1et R> 1, on obtient par intégration par partie que
R R R
t 1— t 1-— t
/ sin( )dt _ cos(t) +/ cos( )dt,
.t t L £

ce qui implique que l'intégrale généralisée

+oo 4 R .
/ sin(t) d = lim / sin(t) it
0 €

t e—0+ t
R—+o00

1
existe, car Vt > 0, cos(t) > 1 — 5152 (critere pour le reste pour les séries numériques

1 — cos(t) <min{1 E}<§ 1
-2

alternées) et donc

12 -

(voir (Fig. 2), ce qui montre que

ii) Soit Vt # 0, g(x,t) = e ™

et g(x,0) = 1. On a que g € C*(]0, +o0[ x R,R) et donc

sin(?)
t

sin(t)
t

€ C*(]0,+o0| x R, R). Puisque <1,ona |g(x,t)| < e ' et par conséquent
g + q Y p q

pour z € |0, +00|, f(x) est bien définie. Pour montrer que f est de classe C* (]0, +oo[, R)

4



2.5

0.5

1— cos(t)

mm{2,t2 et 31

Figure 2: Les fonctions CREYE

0
il faut montrer la convergence uniforme (en x) des intégrales de g et %9 Gurt . De nouveau

x
'idée est d’intégrer par partie. Soit € >0 et A€ R,. Siz > 1, alors si A > —In(e),
+oo : +oo
sin(?
/ et H;( ) at| < / etdt <e A <e,
A

A
ce qui montrer que pour x > 1 'intégrale est bien uniformément convergente. Pour le cas
ou 0 < x < 1, nous allons effectuer deux intégrations par parties. Soit A > 0. Puisque
toutes les limites en 400 des fonctions concernées sont nulles, nous avons

—+00 —+o0 “+o0
I, ::/ = sm()d _ AwCOS(A) _/ = cos()d B / e_mcos(t) &t

A t A A 12 A t
_ efocos(A) Y - cos(t) i@t
A A 12
. +00 . +00 .
P ) [ ) [ i)y
A ) t ) t
A oo t
—e Azcosf(1 ) _/ —tx COtsz( ) d
A
425M(4) T esin(t)
+x — 7 Iy—x A e » dt,

et donc, en isolant I4, et puisque la valeurs absolue de toutes les fonctions cosinus, sinus

et exponentielles présentes peuvent étre majorées par 1, nous obtenons pour A > —
€

+o0 3 +o0
_sin(t) 1 1+a / dt 4
dt| < 1 = | S 5S¢
/A © T a2\ 2 TuFn o m)sgse
)




iii)

iv)

ce qui montre que pour 0 < x < 1 l'intégrale est bien uniformément vergentel En
4

résumé, en choisissant A > max {—, — ln(s)}, ceci démontre la convergefe uniforrf de
€

I'intégrale qui définit f pour tout z € |0, 4+00[. On procédant de la méme maniere (mais

: e . .0 .
en intégrant trois fois par partie pour 0 < x < 1) on montre que la fonction ¢9 est aussi

ox

uniformément intégrable ce qui montre que f € C! (]0, —|—oo[).

Finalement, pour montrer que 111%1+ f(z) = f(0) = I, on utilise de nouveau une intégration
i d

par partie pour montrer que

]_f(x):/0+oo (1_6_m) S.H;ﬂdt:/[:oo (l—e_m—txe_m) 1%208(25)6175'

1
Pour tout # > 0et t > 0onaque 0 <1 —e ™ —tre ™ < min{l, §t2x2} ainsi que
0 <1—cos(t) <2 et donc

11— fz)| = /0+OO (1= e — tae ™) 1%205(’5)

1/= 1 — cos(t
= / (1 —e txe_t””) ﬂ dt
0

dt

t2
Hoo 1— t
+ / (1 —el® txe_t’“") ﬂ dt
1

1/x Foo 9
S/ xzdt—i—/ —Zdt§3x.
0 1/x t

Donc, Ve > 0, 35 > 0 tel que 0 < 2 < ¢ implique |I — f(x)| < g, ce qui par définition
veut dire que lir(%r flz)=1.
T—

Par le résultats du point ii) on peut dériver sous I'intégrale et on obtient que

+00
f(z) = —/0 e~ sin(t)dt.

En intégrant deux fois par partie, nous trouvons que f'(z) = —1 — 2% f'(z), c’est-a-dire

f'(x)

=1 1 5, et par conséquent Jc € R, Vo > 0, f(r) = — arctan(z) + c.
x

D’apres l'inégalité de Cauchy—-Schwarz on a pour x > 0,

o< () ([ (5 )2 ()

T
= 5 Nous avons donc

d’ont 1ir+n f(z) = 0 et donc, f(z) = —arctan(z) +g et f(0)

montré qu’au sens d’une intégrale de Riemann généralisée

+0o0 o; t
/ sin(t) & —
0

T
t 2
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 10A

Echauffement.

En appliquant directement la définition vue au cours on trouve

. . 2 cos(p)? tsin(p)
de t—0 t t—0 t
= lim (cos(¢)? sin(y)) = cos(p)*sin(yp) .

t—0

Les figures ci-dessous montrent le graphe de f (Fig. 1) et celui de la dérivée directionnelle

0
—f(O, 0) en fonction de l'angle ¢ qui détermine la direction autour de l'origine (Fig. 2).

Ode

9.f(00)
A
0.4-

0.2r

0.0 L L L L L o

-0.2+

—-04"-

Fig. 2

Exercice 1.
Rappel: Pour un vecteur unitaire e, la dérivée directionnelle d'une fonction f de classe C* au

0
point py suivant un vecteur e est donnée par a—f(po) =Vfpo)-e.
e

i) Observons qu’on a

flz,y) = filz,y) folz,y), avec fi(z,y)=(z—2y)> et folz,y) =In(1+2*+y°).

Ainsi on peut utiliser le résultat de I'Exercise 1,4i) de la Série 7 pour calculer V f(py). En

effet, on a
fl(pO) = 17 Vfl(%!/) = 2($ - 2y) (17 _2)T = Vfl(pO) = (_ 274)T7
f2(po) = In(3), Vfao(z,y) = ; (233722/)T = V/fapo) = (%; %)T7

e



et donc (noter que e = % = \/ig(l, 2)T)

2L (o) = [Rlpo) V5 00) + )V o) -

m(3)(—2,4)" + (;g) ] .%(1,2)T
(31n(3) + 1)
=T

it) Pour la fonction g on va utiliser le résultat de I'Exercise 1,iii) de la Série 7 puisqu’on a

I
[ R e |

g(z,y) = gl(x’y), avec  gi(z,y) =¥V et go(z,y) = 3+ 2%y
92(3:7 y)
On calcule alors
g1(po) = ¢*, Vai(e,y) =@ (29 +2,22)" = Valpy) =€'(4.2)",
T
92(po) =4, Vaa(z,y) = (2vy*,42%%°) =  Valpo) = (2,4)",

pour obtenir finalement

dg

%(Po) = [f - Vgi(po) — M : ng(Po)} €

(po) 92 (P0>2
1 11e*

- [Fen - GeyT] ayT- 22

Exercice 2.

On commence par étudier la continuité de f en (0,0). Comme on a

N i
. 2 o . L2 o
f n’est pas continue en (0,0). Ainsi f n’est pas différentiable en ce point et on doit appliquer
la définition pour calculer la dérivée directionnelle. Soit e = (u,v)? un vecteur unitaire. Alors

on a

9 0+ tu,0 + tv) — £(0,0 B
—f((),O)zlimf( + tu, 0+ tv) f(v):hmtqutv
Oe t—0 t t—0 t

t—0 u? + t2v* 0, u=0

uv? {ﬁ, u#0
=lim———>—=< 4

L’existence des dérivées directionnelles en un point dans toutes les directions n’est donc pas
suffisante pour qu’une fonction soit continue et a fortiori différentiable en ce point!



Exercice 3.

0
i) Pour une fonction f de classe C', la dérivée directionnelle a—f(po) au poft pg e
e
vecteur (unitaire) e est donnée par
of
- =V -e.
e (p()) f(pO)

La fonction f donnée est bien C'. Puisque
Vf(l',]J,Z) = (yz,xz,xy)T et Vf(l,—1,2) = <_2727_1)T7

on obtient of ) .
—=(1,-1,2) = (=2,2, -7 - =(2,-1,2)" = —~ .
ae ( ) ) ) ( Y ) ) 3 ( ) ) ) 3

ii) La pente de f en py dans le sens du vecteur unitaire uw est donnée par la dérivée direc-

tionnelle suivant ce vecteur unitaire (voir §7.1), c’est-a-dire par

%(po) =Vfpo) -u=(-22-1)". (sin(@) cos(p), sin(0) sin(yp), cos(G))T
= 2sin(f) (sin(p) — cos(p)) — cos(0) =: g(6, ¢),

ot g : [0,7] x [0,27[C R* = R.

ii1) On sait du cours (§7.2.2) qu’en un point ou f est différentiable, la pente de la tangente
au graphe est maximale (minimale) dans le sens du gradient (opposée au gradient) et
qu’elle est égale a ('opposée de) la norme du gradient. Au point py = (1, —1,2), la pente
maximale (minimale) vaut donc

va<17_172)|| =3 (_HVf(l,—l,Q)“ :_3)‘

. . ViQL,-12) 1
Les directions correspondantes sont :I:m = £3(—2,2,—1). Pour trouver les

angles (0, ¢) donnant lieu a ces directions, on doit résoudre

sin(6) cos(y) :Fg
sin(f)sin(e) | = [ £3 ],
cos(6) T3
c’est-a-dire
2v2 cos(p) = Fz5
0 = arccos (IF%) = sin(f) =4/1— (:;:%)2 =Y { ' /
3 sin(p) = ]
& argmax g(6, ) = (arccos(—3), ")
” v s - 3 1 yes
1 argmin g(0, ) = (arccos(g) 5 z)
La pente de f en py est donc maximale pour les angles (0, ¢) = (arccos(—%) ,?jf) et

minimale pour (6, ¢) = (arccos(3) , ).

Exercice 4.

Les développements limités d’ordre n pour une fonction de trois variables s’obtiennent de la
formule donnée au cours.
Dans la suite on pose py := (o, Yo, 20) pour simplifier la notation.

3



i) Le développement linéaire de la fonction f(z,y,2) au voisinage de py est

f(x,y,2) = f(po) + fa(po) (x — 20) + fy(po) (¥ — o) + fo(po) (z — 20) + - (=

oud=+/(x—x0)2+ (y — yo)? + (2 — 20)?, et la notation e(z,y, z) signifie comme toujours

que lim e(x,y,2) =0.
(mzy,z)ﬁpo

i1) Pour le développement limité d’ordre 2 on obtient

f(x,y,2) = f(po) + f2(po) (x — x0) + fy(po) (¥ — yo) + f2(po) (2 — 20)

b 3 Fanl0) (5 = 20+ 5 o) (4 = )? + o) (2 = 20)°

+ fay(Po) (x = 20) (Y — Yo) + faz(po) ( — 20)(2 — 20) + fy=(Po) (¥ — y0)(z — 20)
+ d%e(z,y,2),

ou d est définie comme ci-dessus, et lim e(x,y,z) =0.
(xvyvz)ﬁpo

Exercice 5.

i) Le polynéme de Taylor pe(z,y) d’ordre 2 d’une fonction f(z,y) au voisinage de I'origine
est donné par

Po(,) = 0,00+ £o(0,0) 7 + £,(0, 00 + 3 Fea(0,0) 2 + o (0,0) 2+ 3 £ (0.0) 4

Ici on a
flx,y) = 2%y + 22y + 39> — bz + 1,
fo(z,y) =22y + 2y — 5, fy(z,y) =2 + 22 + 6y,
fea(@,y) =2y, foy(@,y) = 22 4 2, fyy(z,y) =6,
d’ou
f(0,0) =1, f.(0,0)=-5, f,(0,0)=0, f..(0,0)=0, [f.,(0,0)=2, f,,(0,0)=6,
et donc

1 1
pg(a:,y):1—|—(—5)~x—|—0'y—|—§'O-:c2—|—2-:cy—|—§’6-y2:1—5x+2xy+3y2.

it) Comme on a vu a I'Exercise 4, i7), le polynoéme de Taylor py(x,y, z) d’ordre 2 d’une fonction
f(z,y, z) de trois variables autour de 'origine est donné par

pa(z,y,2) = f(0,0,0) 4+ £,(0,0,0) z + f,(0,0,0)y + £.(0,0,0) z+
1 1 1
5fm(o, 0,0) 2> + 5fyy(o, 0,0) 4> + 5fzz(o, 0,0) 22+
f24(0,0,0) zy + f,.(0,0,0) xz + f,.(0,0,0) yz

Ici on a
f(z,y,z) = e* + ysinh(z),
felz,y,2) = €*, fy(x,y,2) =sinh(z), f2(z,y,2) = ycosh(z),
foz(z,y,2) = €%, fy(x,y,2) =0, fae(z,y,2) = ysinh(z),
fay(z,y,2) =0, foz(zyy,2) =0, fy=(x,y,2) = cosh(z),

4



d’ou
f(0,0,0) =1, f.(0,0,0)=1, f,(0,0,0) =0, f.(0,0,0)=0, fucf®,0,
fyy(o?ovo) :07 fzz(();oa()) :Oa fxy(oaoao) :O:fxz(07070)7 fyz(oa()ao) = 17

et donc

1 g, 1 g, 1 2
pQ(x,y,z):1+1-$+O-y+0~z+§-1-x —i—i-O-y —|—§-O-z+
O-2y+0-22+1-yz

1
:1+x+§x2+yz.

ii1) Le polynome de Taylor pi(x,y) d’ordre 1 de f(z,y) au voisinage de (1, —2) est donné par

pi(zy) = (L, =2) + fo(1,=2) (z = 1) + f,(1, =2) (y + 2).

Comme
f(z,y) =32y + 2% —y+ 52— 3,
folz,y) =3y +2x+5, fylz,y) =32z —1,
et donc
f1,=2) =1, f.(1,-2)=1, f,(1,-2)=2.
Ainsi
mE,y)=—1+@@—-1)+2y+2)=x+2y+2.
i) On a
flz,y) = (cos(az))%%m(y) = exp((% + sin(y)) ln(cos(:z;))> ,
folar.y) = = (4 + sin(y)) (cos(x)™™ % sin(x),
fy(z,y) =In(cos(z)) ( cos(x))%ﬂin(y) cos(y),
d’out

376/ 2’ 36 36
Ainsi
1 V3 m V3 s
nay) =35 (s-3) 7 m@ (v-5)
=%+@(ln(2)+4)—§x—§1 (2)y

Pour i), Uerreur d?-&(x,y) doit satisfaire (liiII(l) e(z,y) =0, ou d=||(z,y)—(0,0)|| = /22 + 4>
—
Ici on a

d? - e(x,y) = f(z,y) — po(x,y) = 2y + 20y + 3y* — 50+ 1 — (1 — 5z + 2zy + 3y°) = 2%y

bt



et donc, en utilisant les coordonnées polaires x = d cos(p), y = dsin(yp),

_ ) (dcos(go))2(dsin(cp)) ) 5 .
lim e(z,y) = lim 7 = lim dcos(p)”sin(p) =0,

puisque | cos(¢)?sin(p)| < 1 uniformément en ¢ € [0, 27).

Exercice 6.

i) Méthode 1: Les dérivées partielles de la fonction f(x,y, z) sont

fol@,y, 2) = 2271V, fy(@,y,2) = 7Y, fo(w,y, 2) = 2z 271V
foC('T?yaz) = 422 e?xz—‘ry, fyy(x7ya Z) = 62xz+y7 fZ<CU,y,Z) = 4.T2 62$Z+y
foy(m,y,2) = 22251 fer(2,9,2) = (2 + 422) 251, fye(z,y,2) = 22 ¥V
et on a
fx(oaoao):()? fy(Oa()?O) :17 fz(0,0,0):O
fwx(oaOaO) 207 fyy(oa()»O) = 17 fz(0,0,0) =0
f$y<07070> 207 fx2<07070) :27 fy2<07070) :O

Ainsi le polynéme de Taylor ps(z,y, z) d’ordre 2 est

2

p2(z,y, 2) =1+y+%+2wz'

Méthode 2: Ona f(x,y,z) = g(h(z,y,z)) avec g(u) =e* et h(x,y,z) = 2xz+y. Puisque
h(0,0,0) = 0, on doit utiliser le développement limité (DL) de g en u = 0, c¢’est-a-dire

w2
et = 1+u—|—?+u2§(u),

avec lim,_,o&(u) = 0. On remplace u = 2xz +y:

(222 + y)?

5 + (272 + y)*E(222 + y)

flr,y,2) =14+ 2wz +y +

2
=14+2zz+y+ % +2272% + 22yz + (222 + 9)?E(272 +y)

2
:1+2xz+y+%+d2e(x,y,z),

avec d = \/x% 4+ y? + 22 et

| 22%2% 4 2xyz 4 (222 + y)*E(2zz + y)
5(.’11,3/,2)— $2+y2+22 .

Les termes 2z?2% et 2zyz on été mis dans le reste car ils sont d’ordre superieur a 2 (4
et 3 dans ce cas). On vérifie que lim(,, .)—0e(x,y,2) = 0. En utilisant les coordonnees
spheriques on vérifie facilement que

20222 2xy2

li —_— =0, li il A
(zvyl’ggO 2%+ y? + 22 (w,yl,glﬁt) x? +y? + 22



i)

et |(2z2 +vy)?/ (22 + y? + 2%)| < C pour tout (z,y, 2), avec C' > 0 une consi¥nte. M&

2 25(2
lim 2wz +y)e(2rz +y) < lim ClE2zz+y)| =0,
(z,y,2)—0 2 —+ y2 + z2 (z,y,2)—0

vu que lim,_9&(u) = 0. On a donc bien trouvé lim, .y (2, ¥, 2) = 0 et donc

2

ol y, 2) =1+y+%+2m-

Meéthode 1: Les dérivées partielles de f sont
fola,y) = 2 cos(2z +y?), fyla,y) = 2y cos(2z + y?),
fou(z,y) = —4sin(2x + 3?), fyu(z,y) = 2cos(2x + y?) — 4y* sin(2x + y?),
fey(T,y) = —4ysin(2z + y?)
et on a

f(1,1) = 2cos(3), fy(1,1) = 2cos(3),
fez(1,1) = —4sin(3), fyy(1,1) = 2cos(3) — 4sin(3), fay(1,1) = —45sin(3).

Par la formule du cours on a alors pour le polynéme de Taylor ps(z,y) d’ordre 2
1
pao(z,y) =sin(3) + 2cos(3) (x — 1) +2cos(3) (y — 1) + 5(—4 sin(3)) (z — 1)
1
+ 5(2 cos(3) — 4sin(3)) (y — 1)* + (—4sin(3)) (z — 1)(y — 1)

=sin(3) +2cos(3) (z — 1) +2cos(3) (y — 1) — 2sin(3) (z — 1)?
+ (cos(3) — 2sin(3)) (y — 1)* — 4sin(3) (z — 1)(y — 1)
Méthode 2: On a f(x,y) = g(l(x,y)) avec g(u) =sin(u) et I(z,y) = 2z + y?. Puisque
[(1,1) = 3, on doit utiliser le DL de g en u = 3, c’est-a-dire

_ sin(3)

sin(u) = sin(3) + cos(3)(u — 3) 5

(u—3)* + (u — 3)%&(u)

avec lirril)) £(u) = 0.

u—r
Comme on cherche le DL dans un point (z, ¢o) non-nul, on doit explicitement écrire = =
ro+h=14+h et y=yo+k=1+k avant de remplacer u:

u=I(z,y)=1(1+h1+k)=2(1+h)+(1+k)?>=3+2h+2k+k>.

Avec ceci on obtient
sin(3)

f(,y) = sin(3) + cos(3) (2h + 2k + k%) — (2 + 2k + k)% + (2h + 2k + K2)%(I(2, v))

= sin(3) + 2cos(3) h + 2cos(3) k + cos(3) k* — sin(3)

(4h* + 8hk + 4Kk?) + d’e(x, y)

= sin(3) + 2cos(3) h + 2 cos(3) k — 2sin(3) h* + (cos(3) — 2sin(3)) &
—4sin(3) bk + d*e(z,y),



ou d = Vh? + k? et € est défini de maniére similaire a I'exercice précedent, Best a dir il
contient € et les termes d’ordre supérieur.

Ce résultat correspond bien a celui obtenu par la méthode 1.

Exercice 7. Soit la fonction f: R* — R définie par

-y
) T S @000,
0 si (z,y) = (0,0).
Alors
e 7, (0:v) =0 L o) oy @) =1
%(0,0) = —1 [ ]800 =1

On calcule la dérivée partielle concernée. On trouve

of . fOR)—f(0,0) . -0 B
A L e A L

Remarque: Pour (z,y) # (0,0) on a

OF (p gy = 20 0) — (@ —y7) _ =y = By'e” — Ay’
oy’ (x4 + y4)2 (24 + y4)2

et il est facile a montrer (en passant en coordonnées polaires par exemple) que la limite
of
lim —(x,
(,y)—(0,0) 0@/( v)

n’existe pas.

Exercice 8.

f(z,y) = xflyg‘ﬂ si (2,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).
On a |f(r - cos(p),r - sin(p)| < r ce qui implique que

lim )f(x,y) =0=f(0,0)

(2,y)—(0,0

et f (Fig. 3) est donc continue en (0,0). Pour les dérivées partielles on trouve

97 (0,0) = 1im —hQ’;Jm B
ox" "’ h—0 h
9 (4 0) = tim . o
oy’ h—0 h

8



et pour les dérivées directionnelles selon un vecteur v = (v, v9)? on trouve

(0f %) [vaflt]

a 2 2\ +2 2 t
O 0,0y = iy L0 ® il g [
ov 0 t V] vy =0 ¢t

La dérivée directionnelle n’est donc pas définie si vy # 0 et vy # 0. La dérivée directionnelle
unilatérale est par contre définie et on a

) 2 t 2
T (0,0) = o2l [ Uizl
ov, vi+oy 20t vy v

Une fonction qui satisfait aux critéres ne peut pas étre différentiable en (0,0), car une fonction
différentiable possede des dérivées directionnelles selon tout vecteur v # 0.

Fig. 3
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 10B

Echauffement. (Théoreme de la fonction réciproque)

Pour I'énoncé voir le cours. la fonction f: R — R définie par f(r) = 2 est contintiment

différentiable, strictement monotone et surjective, mais ne satisfait pas les conditions du théoreme
sur R, car f/(0) = 0.

Exercice 1. (Théoréeme de la fonction réciproque)
i) Pour la matrice jacobienne de F' on a
(22 2y

det(Jp(z,y)) = 4a® + 4y°.

et pour le jacobien de F

Il existe une fonction inverse dans un voisinage de tout point (x,y) tel que det (J r(x, y)) =+
0. Ceci est le cas a 'exception de (x,y) = (0,0) et on a donc un inverse dans un voisinage
du point (z,y) = (1,0).

1) Non, parce que F' n’est pas injective car, V(z € —z,—y) = F(z,y). En fait, si
i) Non, parce que F' n’est pas injecti , V(z,y) € R?, F(~2,~y) = F(z,y). En fait, si
on pose
(2,9) = F(z,y),
on a en notation complexe, avec z = x +1y et Z = T + iy, que Z = 2° et z et —z on

donc la méme image. En pratique, pour étudier les application du plan, il s’avere souvent
avantageux de passer en notation complexe.

2

Exercice 2. (Théoreme de la fonction réciproque)

Par définition de “difféomorphisme*, les fonctions ¢, 1, ¢! et 1~! sont toutes de classe C*
sur leur domaine, et par conséquence on a que ¢t o)~ € CY(W,U). Ils reste & montrer que
¢ Lot est I'inverse de 1) o ¢. Par I'associativité de la composition des fonctions on a :

(Wo)o (o ) =vo(pod ) ov =poldey™ =1d,

ce qui montre que c’est un inverse a droite (et donc aussi un inverse a gauche et donc un inverse;
voir le cours d’algebre linéaire).



Exercice 3. (Théoreme de la fonction réciproque)

D’apres le théoréme d’existence d'une fonction inverse locale, g € C*(V,U) et B pe
sa dérivée ¢’ en utilisant que sur V, f o g =1Id, ce qui donne sur V (voir Analyse I),

(fog) =(fog) g =1,
et donc
1
frog
et en tant que composition de deux fonctions de classe C*, ¢’ € C'(V,U). Pour la fonction ¢”
on obtient sur V'

/

g:

i
(f'og)’

"

g = = - (f"og).

(Flo0) o' = o op

Exercice 4. (Difféomorphisme et orientation)

i) Supposons 'existence de x,y € U tels que det(Jy)(x) < 0 et det(Jy)(y) > 0. Puisque
U est supposé connexe par arc et det(.J,) est une fonction continue sur U, le théoreme
de la valeur intermédiaire (voir Analyse I) montre qu'il existe pour tout chemin continue
v: [0,1] = U tel que x = v(0) et y = y(1) un ¢y € ]0, 1] tel que det(Jy)(7y(to) = 0. Ceci
est impossible puisque 1 est un difféomorphisme. Cette contradiction prouve le résultat.

ii) Un simple exemple en dimension n = 1 et le suivant : on choisit U = |—4, =3[ U |1, 2] et
V = 11,2[U3,4] et définit le difféomorphisme ¢: U — V par ¢(z) = |z | En effet, ¢
satisfait Vo € |—4, =3[, det(Jy)(z) = ¢'(z) = —1 et Vo € |1,2[, det(Jy)(z) =¢'(z) = 1.
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 11A

Echauffement.

On obtient les points stationnaires de la fonction f en résolvant le systeme

. fx(x,y):Zx—Z:O - 1
Ve {fy<x,y>:2y—1=0 v e

1
2

ate) = e (o) ) () <

et Ai(z,y) = feu(z,y) =2, 0n a AQ(l, %) >0 et Al(l, %) > 0 et la fonction f atteint donc

un minimum local au point (1, %) ou elle vaut f(l, %) = —i (Fig. 1).

Le seul point stationnaire de f est donc (1 ) Puisque

Exercice 1.
Pour les cas i) — iv) on peut utiliser la matrice hessienne H en (0,0) qui est diagonale. On a:
i) det H=2>>0et H; =2>0 = le point (0,0) est un minimum (en fait global);
i) det H=2-(—2) <0 = il s’agit d’un point selle;
iii) det H=(—2)-2<0 = il s’agit d'un point selle;
w) det H=(—2)>>0et H;=-2<0 = lepoint (0,0) est un maximum (en fait global).
Pour les cas v) — viii) on ne peut pas utiliser la matrice hessienne parce que celle-ci est nulle.

v) Comme f(z,y) = 2* +y* > 0 = f(0,0) pour tout (x,y) # (0,0), le point (0,0) est le
minimum global.

vi) Soit € > 0. Alors f(£,0) = ¢* > 0 = £(0,0) > f(0,) = —¢&*, donc (0,0) est un point
selle.

vii) Aussi un point selle: f(g,0) = —e? < 0= f(0,0) < f(0,g) = &* pour tout € > 0.

vitt) f(z,y) = —(z* + y*) < 0 pour tout (z,y) # (0,0), donc (0,0) est le maximum global
de f.

Exercice 2.

i) Comme la matrice A est symétrique, il existe une matrice orthogonale V' de vecteurs
propres de A telle que A = VDV?T, olt D est la matrice diagonale contenant les valeurs
propres de A. On a

det(A—AX)=(6-ANB—-X)—-4=X -9\ +14=0 & M=T et X=2.

Les vecteurs propres satisfont alors

6v1 — 2091 = \on 2
A’Ul = )\1’01 = = v =
—2011 + 3va1 = AU

1



i)

i)

Avs = \ov N 6v12 — 2090 = Aa¥12 N . 1
2 2v2 —2v19 + 392 = AgUag 2 2

Pour construire la matrice orthogonale V' il faut normer les vecteurs propres. Comme

2 1
||171||=||v2||:\/5,0na\/: ( \/51 ?) et donc
Vs V5

2 1 2 1

T N 70 NV
A=VDV :<_L 1) (0 2) <L 1)'
NN N

Le développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de (g, yo) est, en écrivant h = x — x
et k= Y—"%Yo,

f(z,y) = f(wo,90) + % (h k) Hy(xo, yo) (Z) + o(d?), d=vVh?+k2.

Comme la matrice hessienne H := Hy(xg,yo) est symétrique, on peut la diagonaliser

comme H = UDUT, ou D = ( > et les colonnes de U sont les vecteurs propres

0 X
normés de H. Ainsi

o uoe” (F) +o@ =30 B (3 0 (§) + o

= —(Ath? + Mok?) + o(d?)

f(x,y) - f(x(J?yO)

l\:>|r—A N)Ir—k

k k

arbitrairement petit en considérant un voisinage adéquat.

e Si )\ >0et >0, 0ona A%+ Xk?>0. Ainsi f(x,y) > f(20,%0) pour tout (z,y)
dans un voisinage de (o, o) et (zo,yo) est un minimum local.

e Si )\ <0etA<0,onah?+ Xk?<0. Ainsi f(x,y) < f(20,%0) pour tout (z,y)
dans un voisinage de (zg,vo) et (zo, yo) est un maximum local.

< (h h . L
ou (—) = UT < ) Dans la suite, on va négliger 'erreur parce qu’on peut la rendre

e Si A > 0et Ay <0 (par exemple, 'autre cas est trés similaire), on a_>\1i_12 >0 et
Aok? < 0. Ainsi f(x,y) > f(xo,y0) si k = 0 et f(x,y) < f(zo,y0) si h = 0. Plus
précisément, en définissant

G)=C o) o G)=Crele) wenme

on peut dans tout voisinage de (zg, yo) trouver des points (z1,y1) et (z2,y2) tels que
fx1,11) < f(xo,y0) < f(x2,92). Ainsi (xg,yo) est un point selle (cf. définition du

cours).
L’unique point stationnaire de f est (0,0) et on a Hf(0,0) = (2 O) qui a les valeurs
propres A1 = 4 et \y = —4. La matrice des vecteurs propres correspondants est

7504

2



et donc

(0= () -0 ) 0) %0
11 suit que

Flary) = 5 (12~ 157) =2 ((%) - (g)) — () ()’

et a partir de cette expression, il est facile a voir que (0,0) est un point selle de f (en fait,
flz,y) = gz +y,x —y) ot g(u,v) = u?* — v? voir cas ii) de 'Ex. 7).

Exercice 3.

i) Le systeme fa(z,y) = —sin(z) =0
fy(@,y) =6y =0
donne les point stationnaires (x,y) = (kw,0) avec k € Z. Puisque

Ao(z,y) = det (_ cos(z) O) = —6cos(x),
0 6
on a
—6, Kk pair
6, k impair

AQ(k’T(,O) = {

Les points (km,0) avec k pair sont donc des points selle avec f(km,0) = 3 tandis que pour
k impair, I'égalité A;(km,0) = —cos(km) = 1 > 0 implique que f admet des minimums
locaux aux points (km,0) avec f(km,0) =1 (Fig. 2).

i) Comme

f (I y) T —; T+ 2y = 3(x2 -I—y2) =0 = (xay) = (0’0)?
fyw,y) = =3y" + 20+ 2y =0

le seul point stationnaire de la fonction f est (0,0). Puisque

_ 6z + 2 2 B
Ag(:v,y)—det< 5 —6y—|—2>_ 36xy + 122 — 12y,

on a Ay(0,0) =0 ce qui ne permet pas de conclure sur la nature du point stationnaire.
Mais comme f(z,—z) =223 et f(0,0) =0, la fonction f prend dans tout voisinage de
(0,0) des valeurs positives et négatives; elle admet donc un point selle en (0,0), cf. Fig. 3.

3



i) On a

{fw(x’w ey o = (z,y) = (0,0),

fy(z,y) =2y(x —2y*) =0

et donc le seul point stationnaire de la fonction f est (0,0). On trouve ensuite

_ —6 2y _ 2 ) o
Ao(z,y) = det<2y 9 — 12y2) = 68y° — 12z, d'ot A9(0,0) =0.

En isolant un carré parfait dans f(x,y), on obtient

2\ 2
fe=-3(r=5) -1t o g =t ()

ce qui implique f(z,y) < 0 pour tout (z,y) € R2. Comme f(0,0) = 0, la fonction f admet
un maximum local en (0,0), cf. Fig. 4.

Remarque: Puisque f(z,y) =0 = (z,y) = (0,0), le maximum de f en (0,0) est absolu.

Exercice 4.

i) On résout le systeme

fy(z,y,2) = 4oz — 10y + 2z =0
fZ($7y7Z> = 2y — 2z =0

pour obtenir le seul point stationnaire (0,0,0). Ensuite on calcule le hessien et les mineurs
principaux dominants de la matrice hessienne:

4 4 0 0
As(z,y,2z) =det| 4 =10 2 |, As(x,y, 2) = det
0 9 _9 4 —-10

et  Ai(z,y,2) =—4.
En (0,0,0) on a
A0,0,0) = —4 <0,  Ay(0,0,0)=24>0 et Ayg(0,0,0) = —32 <0,

et donc la fonction f admet un maximum local en (0,0,0) et £(0,0,0) = 2.

4



it) Pour trouver les points stationnaire, on doit résoudre le systéme
folw,y,2) = 4x—-322 =0 4x—32

fo(z,y,2)= 3y*—=3 =0 =N 3(y? —1)
fo(z,y,2) = —6xz+62 =0 —6z(x — 1)

Donc y = £1 et soit z = 0 (ce qui implique z = 0), soit x = 1 (ce qui implique z = :I:\%)
Les points stationnaires de f sont alors

2 2 2
(0’170)7 (07_170)7 <1>17 f) (17_1773> ) <1a17_7§> et (17_17_7?;) .

Ensuite on a

4 0 —6z
As(z,y,2) =det He(z,y,2) =det| 0 6y 0 = —T72y(2(z — 1) + 32%),
—6z 0 —6(x—1)

4 0
Ao(x,y, 2) = det <O Gy) =24y et Ai(z,y,2)=4.

Evaluées aux points stationnaires ces expressions valent

As(0,1,0) = 144 > 0, A5(0,1,0) = 24 > 0
As(0,—1,0) = —144 < 0, As(0,-1,0) = —24 < 0
(,1,%):—288«), (,1,%): 24 > 0
( 1,%):288>0, ( 1,%):—24«)
( %) — 9288 < 0, A2(1,1,—l) —24>0
A3< , —7§> — 288 > 0, A2< —75) — 24<0

Comme A; > 0, f a un minimum local en (0, 1,0) ou f(0,1,0) = 2, et tous les autres points
stationnaires sont des points selle (voir schéma du cours).

Exercice 5.

i) Comme la fonction f admet des dérivées partielles partout a l'intérieur du domaine D, ses
extremums absolus se trouvent parmi les points stationnaires a l'intérieur ou sur le bord de

D.
Points stationnaires a l'intérieur de D:

e I Bl ed SR A TR

Puisque

Ao(z,y) = det (_21 _21) =3>0 et Ai(z,y) =2>0,

le point (1,1) est un minimum local de f. De plus on a f(1,1) = —1.
Sur le bord de D on a:




Notons d’abord que le bord de D est 'union des trois sous-ensembles suivats de R~

{(,0): 0 <2 <3}U{(0,y) : 0<y <3}U{(x,3—x):0<x B}

L’évaluation de la fonction f sur le bord donne

1\* 1
N S T <z<
f(z,0) =2 —x (a: 2) 1 0<xz<3,
1\* 1
fOy) =y —y=(y—5) — 5. 0<y<3,
2 4
) 3\ 1
f(z,3—xz)=3(z"—-3z+2) = r=5) — 1| 0<z<3

1’idée est maintenant de chercher les extremums de ces fonctions unidimensionnelles dans le

domaine précisé qui se trouvent soit aux points stationnaires soit aux extrémités du domaine

(cf. Analyse I). Notons d’abord g(z) = f(z,0). Alors ¢'(z) =2(z—3) =0 & z=1
et g (%) = —%. Puisque ¢”"(z) =2 > 0, ¢g a un minimum local en = = % De plus on a

g(0) =0 et ¢g(3)=6. On a donc

max f(z,0) = f(3,0) =6 et min f(z,0) = f (1 0) = —1.

0<z<3 0<2<3 2’ 4

De méme, on cherche les extremums des fonctions h(y) = f(0,y) et k(z) = f(x,3 — z). La
fonction h a exactement le méme comportement que g et pour k on a
Flz)=6(z—3)=0 & z=

3 3
2 27
),

K'(z) =6 >0 (= minimum local k(0) = k(3) = 6,
si bien qu’on obtient
_ _ : _ 1y 1
Orgyaé(gf(ovy)_f((hg) _67 Orgnylggf(oay)_f(oag) 4
— 7)) = — — i — 7)) = 3 3y - _3
Orélxa%{?)f(‘r?g x)_f(370)_f(073)_67 021;23]6(1773 x)_f(Qag)_ 4"
1 s’en suit que f admet un minimum absolu en (1, 1) de valeur f(1,1) = —1 et des maximums

absolus en (3,0) et en (0,3) de valeur f(3,0) = f(0,3) = 6, voir Fig. 5.

i1) Comme f est de classe C? sur D, ses extremums absolus se trouvent soit en un point
stationnaire a l'intérieur de D, soit sur le bord de D.

Points stationnaires a Uintérieur de D:

fx(i,y)z dr — y — 6=0 B
{fy(fﬂ,y)Z —z + 4y — 6=0 = (z,9)=(2,2).

Puisque
4

As(w,y) = det<

le point (2,2) est un minimum local de f. De plus on a f(2,2) = —12.
Sur le bord de D on a:

1_41):15>0 et A(z,y) =4>0,




Fig. 5

Le bord de D est 'union des deux sous-ensembles suivants de R?:
{(2,0) : 42 <z < 4\/5} U {(z, V32 —2?): —4/2 <z < 4\/5}

L’évaluation de la fonction f sur le bord donne

2
f(m,O):2m2—6x:2<x—g) —g, —AV2 <z < 4V/2,

f(@,V32—22) =64 — 62 — (x+6)V32 — 22,  —4V2 <z <4V2.
Sur la premiere partie du bord (le segment de 'axe z), f atteint son minimum en x = % ol
f(%, 0) = —% et son maximum en z = —4v/2 oul f(—4\/§, 0) — 8(84-3v/2). L’autre extrémité
& = 4/2 n’est pas candidat pour le maximum global de f parce que f(4v/2) < f(—4v/2).
Pour la deuxiéme partie (le demi-cercle), soit g: [—4v/2,4v/2] — R définie par
g(x) =64 —6x — (x +6)V32 — 22

Alors g est dérivable sur | — 4v/2,4+/2 [, ou sa dérivée vaut

6 —6V32 — 22— 32492724 6
J(o)= 6 yFE @y HEt0) _ —6Va2-u? -39 +20% 460
V32 —a? Ny

Ainsi
Jdx)=0 = 2*+3r-16=3V32—122 = (2*+3x—-16)*=9(32—2?)
= o'+ 62— 1427 — 962 — 32 =0 (1)

Par 'indication on sait que ce polynome a des racines entieres qui sont en fait x; = 4 et
xrg = —4 (trouvé en essayant). On a ¢'(x1) = 0 et 27 est donc un point stationnaire de g.
(En fait, le polynome (1) admet deux autres racines réelles mais celles-ci ainsi que xs ne
sont pas des points stationnaires de g, ce sont des racines ”artificielles” parce qu’on a pris
le carré.)

La valeur de g en son point stationnaire est g(4) = 0. De plus, les points au bord de
I'intervalle de définition de g sont aussi des candidats pour les extremums de g. On a
g(—4v/2) = 64 4+ 24v2 = 97.9 et g(4v/2) = 64 — 241/2 ~ 30.1.

Ainsi le minimum global de f est atteint en (2,2) et vaut f(2,2) = —12 et le maximum
global est atteint en (—4v/2,0) et vaut f(—4v/2,0) = 8(8 + 3v/2).

7



Exercice 6.

Comme les dérivées partielles de f sont continues sur tout le domaine D, les extfmuii@ abs
sont atteints aux points stationnaires a l'intérieur ou sur le bord de D. Puisdtie % = ne
s’annule jamais sur D, la fonction f n’admet aucun point stationnaire.

Puisque le domaine D est un parallélépipede rectangle parallele aux axes, on peut déterminer
le comportement de f sur le bord de D en examinant ses dérivées partielles. Pour (z,y,z2) € D
on a:

0 . o :
8_f =z+1>0 = f est croissante dans la direction x et donc maximal en x = a
x
et minimal en = 0.
of Lo o .
30 = -1<0 = f est décroissante dans la direction y et donc maximal en y = 0
Y
et minimal en y = b.
of . L .
2 = r+2>0 = f est croissante dans la direction z et donc maximal en z = ¢
z

et minimal en z = 0.

La fonction f a donc son maximum absolu en (a,0,¢) et son minimum absolu en (0, b, 0).
Afin de calculer les valeurs extrémales de f, on doit trouver son expression. A partir des
dérivées partielles données, on obtient successivement

Oyf(z,y,2)=—1 = flz,y,2)=—-y+g(z,2) = 0O f(zr,y,2)=0,9(x,2)=2+1
=  g(z,2) = (z4+ Dz + h(z) = O f(x,y,z) =x+Nh'(2) =2 +2
= h(z)=2z+C, CeR = g(z,2) = (z+ 1)z +22+C
= flry,2)=—-y+(z+Dz+22+C
La condition f(0,0,0) = 3 implique alors que C' = 3 et f(x,y,2) = (z + 1) —y + 2z + 3.
?(I(I)IS;) lg) ria;dimgm absolu de f est f(a,0,¢) = a(c+ 1) + 2¢c + 3 et son minimum absolu est

Remarque: On aurait aussi pu calculer I'expression de f des le départ mais ’approche prise ici
est plus instructive.

Exercice 7.

Le gradient de g est

% = 2cos(f) (sin(p) — cos(y)) + sin(6)
% = 2sin(f) (cos(p) + sin(y))

Pour trouver les points stationnaires on distingue deux cas:

1) Si 0 € {0,7} on asin(f) = 0 et cos(f) # 0, d’ou sin(p) = cos(p). Ainsi ¢ = { ce qui

Sy s

mene aux points stationnaires



3m I
2) 0 €]0,7]: Comme sin(f) # 0 on a cos(p) = —sin(p) et donc ¢ = {;T : La@
4

équation devient alors

arctan(—2v/2) 4+ 7

4sin(p) + tan(d) = 0 = tan(f) = F2v/2 = 0= {arctan(Q\/ﬁ)

——

1
+7

Ainsi on a encore trouvé les deux points stationnaires
Ps = (arctan(—Q\/ﬁ) +m, 2 et pg = (arctan(2\/§), o).
Pour déterminer la nature de tous les points stationnaires trouvés on calcule la matrice hessienne

de g
H

g

~ [cos(8) — 2sin(6) (sin(p) — cos(g)) 2cos(d)( cos(p) + sin(y))
(0,9) = ( 2 cos(6) (cos(ip) + sin(yp)) 2sin(6) (cos(p) — sin(gp)))

et son déterminant
As(0,¢) = 2sin(8) cos(8) (cos(p) — sin(p)) + 4sin(8)*( cos(p) — sin(gp))2
— 4 cos(9)*( cos(p) + sin(go))2
= 2sin(f) cos(6) ( cos(p) — sin(y)) + 4sin(#)* — 4 cos(9)* — 8 cos(ip) sin(yp) .

Pour tous les points du cas 1) on a Ag(p;) = =8 < 0 (i = 1,...,4), ce sont donc des points
selle.
Comme ) ) )
. : ¢
tan(z)? = sin(x) sin(x) i N sin(z)? an(x)

cos(x)? T 1- sin(x) 1+ tan(z)?

et de maniere similaire )
2 __
1+ tan(x)?

)

cos(z)

on a pour les points du cas 2), ps et p,

= ?, cos(f) = IF%7 sin(p) = i%, cos(p) = :F% :

sin(6)
Ainsi on trouve As(ps) = As(ps) = 8 > 0 et comme A (6, ¢) = cos(0)—2sin(6) (sin(p)—cos(p)) ,
ona Ai(psg) = :F% F % = F3. La fonction g admet donc un maximum local en ps et un
minimum local en pg. Les directions R?® qui y correspondent sont

. 2v2 1
sin(6) cos(¢) R —2 2
u,, = | sin(f)sin(p) | = %5 : \/LE =| 2 et uy = | -2
cos(0) -1 —1 L

En comparant avec I'Ex. 3 de la Série 10, on voit que le sens du vecteur w,, qui maximise
la pente g est celui du gradient de f au point concerné. Et le sens du vecteur u,, de pente
minimale est celui de —V f.



Exercice 8.

Soit d la distance entre le point P = (x,y) et la droite z+y =a (a > 0). Puiljue 1§lista
entre un point et une droite est mesurée dans la direction perpendiculaire a la®troite, nt
(z,y) +d <\/i§, \%) est sur la droite et vérifie donc

(x+%>+(y+%):a = dzg(a—w—y)-

Les distances de P aux droites x =0 et y =0 sont respectivement x et y. Par conséquent
le produit des distances de P aux trois droites est donnée par la fonction

V2

f(x,y)zyxy(a—x—y), D(f) ={(z,y) v,y > 0et x+y < a}.

Comme on cherche P a l'intérieur du triangle ABC et que la fonction f admet des dérivées
partielles en chaque point de D(f), le maximum cherché est atteint en un point stationnaire
de f a l'intérieur du domaine.

On résout donc le systeme
folw,y) = —=(ay — 22y —y?) =0 (1)

fy(z,y) = —=(ax — 22y — 2°) = 0 (2)

Sl Sl

en calculant d’abord v2 - ((1) — (2)):

=y —alz—y)=@—y)(zr+y—a)=0 = r—y=0 = T =1y.

rty<a

En insérant « = y dans (1), on obtient ax —3z* =x(a —3z) =0 = a2 =y=3ia caron
cherche un point a 'intérieur de D(f) (i.e. x > 0).

Il reste a vérifier que f atteint un maximum au point (% a, % a). Le hessien de f est

_ V2 5 V2e ) a i
AQ(x,y)—det<%_\/§($+y) V2 /3 >_2xy—(ﬁ—\/§(:c+y)>

2
a
= —21% — 2y® — 22y + 2a(z +y) — 5
et donc As(ia,3a)=2a>>0 et Aj(ia,3a)=-%a<0.
La fonction f atteint donc son maximum au point (%a, %a et on a f (%a, %a) = \5/7? a’

10
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Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 11B

Echauffement. (Théoréme des fonctions implicites)

Voir le cours pour 'énoncé. Il faut un point (zg,yo) € R™ x R™ tel que F(zo,y0) = 0 et

oF
det (a—(xo,yo)) # 0, ce qui garantie l'existence d'un voisinage U de zy et d'une fonction
Y

f:U— R™ telle que f(xg) =yo et Vo € U, F(x, f(x)) = 0. Pour la dérivée de f on a Vo € U

ro == (% @ f@)) 5 @),

Exercice 1. (Théoreme des fonctions implicites)

)

i)

Notons y = (y, z) et soit la fonction F': R x R? — R? définie par

F<x7Y) - (F1($7y72)7F2($7y72))T7

ot Fi(z,y,2) =2 —vy>+2z+8et Fy(z,y,2) =23+ y* — 2° — 16.
Soit (xo,y0) = (0,2,0). Nous avons

Fi(0,2,0)=0 et  F5(0,2,0)=0,

et
O F} O F}
OF  [%3y o) (-3 1
oy o of T\ 4 =5
et donc

OF ~12 1
det (E) (0,2,0) = det ( 2 0) = —32£0.

Le théoreme des fonctions implicites permet alors d’affirmer qu’il existe 6 > 0 et deux
fonctions fi, fo € C*(]—d,4+4[,R) telles que f1(0) = 2 et fo(0) = 0 et telles que Vz €
]_57 5[ )

Fi(z, fi(x), fo(z)) =0

Fy(z, fi(2), fo(x)) =0

Pour la dérivée de la fonction f = (fs, fz)T on a (voir I’échauffement pour I'expression a

calculer):
) 12 1\ [1 1{0 -1)\/1 0
ro=-(a" 1) ()5 (% %) 6)- (%)

et donc f](0) = 0 et f5(0) = —1. La tangente a la courbe y = fi(x) en 0 a donc donnée
par I’équation y = 2 et la tangente a la courbe z = fo(x) en 0 et donnée par 1'équation
z=—z.



i11) Si on veut exprimer x et z en termes de y il faut controler le déterminan®de lg A e

1 1
3x2 —hHzt

en (0,2,0) et si on veut exprimer = et y en termes de z il faut controler le déterminant

de la matrice
1 =3y
a2 4y

en (0,2,0). Ces déterminants sont respectivement égal & 0 et 32 # 0. On peut donc
exprimer proche du point (0,2,0) x et y en termes de z, mais pas x et z en termes de y.

Exercice 2. (Théoreme des fonctions implicites)
i) Soit D = ]—1,4+00] x R x ]0,400] et F': D — R la fonction définie par

1 1
F(x,y,2) = =1+ 2 + y2° + arctan(zyz) + 5 In(1+x+2) —In(3) — In(z) + 3 In(y* + 2°).

Alors, pour tout (z,y,2) € D on a

OF ( )= 5yt L 1 1 N 22
—(z,y,2) = byz 4z
9z Y Y 1+a22y%22 2(1+ax+2) 2z y>+23
L OF 1 . L
Ainsi, puisque F(1,0,7) =0 et 8_(1’ 0,7) = e = 0, le théoreme des fonctions implicites
2
nous permet d’affirmer qu’il existe § > 0 et une fonction de classe C*!, f: B((1,0),d) — R,

telle que
f(1,00=7 et Y(z,y) € B((1,0),8), F (z,y,f(z,y))=0.

ii) Pour tout (z,y,2z) € D on a:

oF yz 1 oF 1
ax<x7yaz) x+1+x2y222+2(1+x+z) e aSL’( s Yy ) +187
OF 5 xz 2y oF 5

—_— = t —(1,0,7) =7 7.

Le plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (1,0) correspond (localement) au plan
tangent a la surface déterminée par I’équation F'(x,y,z) = 0 au point (1,0,7). Il est donc
donné par:

z—1 1 1 29
VF)(1,0,7 =24+ — 47 —z—-===0
<( )(1,0,7), v, > <+18)x+( + Y+ 57

A noter que cette équation s’obtient aussi par le développement de Taylor a 'ordre 1 de
f au point (1,0).



Exercice 3. (Théoréeme des fonctions implicites)

i) Manifestement on a F'(0,0) = 0 et, puisque chaque composante de F' la sommM de
fonctions de classe C*, F est aussi de classe C!.

i) 11 suffit de vérifier le théoreme des fonctions implicites. On a déja vérifié que F(0,0) =
0 et il suffit donc de controler que le déterminant de la sous-matrice 2 x 2 de F'(0)
correspondant a la variable u = (u1,u3) est non nul. On a, avec w = (wy, ws)

/ o 2’LL1 1 2w1 0
F(“’w>_(e"1 10 1>’

oF 2u; 1 0 1
%(Ovo) = (6“1 1) (070) = (1 1)

oF
et donc det ( 5 (0,0)) = —1 # 0. Par le théoreme des fonctions implicites, il existe

et donc

ou
donc € > 0 et une fonction f € C'(B(0,e) C R? R?) telle que, pour tout w € B(0,¢)

F(f(w),w) = 0.

e ) o3 (49- 3

iii) On a que
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Analyse avancée II — Corrigé de la série 12A

Echauffement.

Comme dans I’exemple vu au cours, la surface du cylindre est S = 27r? + 27rh et son volume
est V' = wr?h. On veut donc maximiser la fonction f(r, h) = 7r?h sous la contrainte g(r,h) =
21r? + 2nrh — S = 0.

Méthode 1: On utilise 'expression de S pour éliminer une des deux variables. En effet,
S — 27r? S
- 27r 2mr

h(r)
et donc

V(r)= f(r,h(r)) = xr’ (% — 7‘) = gr —7r® = V'(r) = g — 32

et V'(r)=0 = r= 6’% . Comme V"(r) = —6mr < 0, le cylindre ainsi obtenu a bien le
volume maximal pour la surface donnée.
Méthode 2: Pour A € R, on définit la fonction de Lagrange
F(r,h,\) = f(r,h) — Ag(r,h) = 7nr*h — \(27r? + 27rh — S)
et on cherche ses points stationnaires
2rrh — 4w Ar — 2w A\h 0 rh —2Ar — Ah =0 (1)
VE(r,h,\) = r? — 2\ =10 & r2 =2 r=0 (2)
2mr? + 2mrh — S 0 2mr? + 2mrh — S =0 (3)

Comme r > 0, on a

Exercice 1.

i) On cherche les extremums de la fonction-objectif f(x,y) = z® + 3* sous la contrainte
g(z,y) = 2* + y* — 32 = 0. Notons que Vg(z,y,z) = (423,4y>) = 0 & (x,y) = 0 mais
que ¢g(0,0) # 0 et donc Vg(z,y) # 0 pour tout (x,y) satisfaisant g(x,y) = 0.

La fonction de Lagrange est

F(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) = 2° + > — A(z* + y* — 32).

On cherche les points stationnaires de F' qui sont solutions du systeme

F, =32 —4)\2® = 2*(3 — 4 ) =0 (1)
F,=3y" -4’ =¢y*3—4\y) =0 (2)
F = —(2* +y* - 32) =0 (3)
A partir de (1) et (2) on trouve plusieurs solutions:
3 3
(1) = x=0 ou )\x:Z et (2) = y=0 ou )\y:Z



i)

e Siz =1y =0, (3) n’est pas satisfaite, donc impossible.
e Siz =0, alors (3) implique que y = +v/32 = £2+/2. 1l existe alors une Wleur de ur
satisfaire (2).

Siy =0, alors x = £2v/2 et (1) peut étre satisfaite.

Si aucune des variables n’est nulle, alors # = y = 2 par (1) et (2). Par (3) il suit que

81
2256_)\4:32 = I:y:iQ

Les solutions du systeme sont donc
(e,y) € {(0.29/2), (0, -29/2), (29/2,0), (~2¥/2,0), (2.2), (-2, -2) }

et on a le tableau suivant
(w.y) | (0,2V2) (0,-2v2) (2V2,0) (-2v2,0) (2,2) (-2,-2)
f(x,y)‘ g.23/4 _8.2%4 g.234 _g§.234 1§ —16

Comme 2% < 2, la valeur maximale de f est 16, atteint en (2,2), et la valeur minimale est
—16, atteint en (—2, —2).

On cherche les extremums de f sur ensemble I' := {(z,y,2) : ¢1(x,y,2) =0 et go(x,y, 2) =
0} avec gy (x,y, 2) = 22 +y*+22—1 et go(x,y, 2) = r—y—1. Pour montrer que Vg, (z,y,2) =
(2x,2y,22) et Vga(x,y,2z) = (1,—1,0) sont linéairement indépendants sur I, supposons
que aVgi(z,y,z)+ BVag(x,y,z) =0 . Du systeme

ar+ =0
ay—p=0
az =10

il suit que si @ = 0 alors § = 0. Si a # 0, alors z = 0 et la somme des deux premieres
équations donne y = —z. Observons gs(z, —x,0) = 2z — 1 = 0 implique x = % = —y mais
(%, —%, O) ¢ I' a cause de g;. Ainsi Vg, et Vg sont linéairement indépendants sur I

La fonction de Lagrange est

F<:C7y7 27)‘7,u) = f(xvya Z) _)‘gl(xa:%Z) _H’QQ(xaya Z)
=z+y+z-A(®+y*+22—1) —plx—y—1).

et on résout le systeme VF = 0:

(F,=1-2\z—p =0 (1)
F,=1-2\y+pu =0 (2)
LF =1-2x =0 (3)
Fh=—("+y*+2°-1) =0 (4)
| fu=—(r—y—1) =0 (5)

Par (3) on sait que A # 0 et donc z = 5 . Ensuite
1

MH+(2) = 2-2\(z+y)=0 = x+y=X:2z



Deplus (5) = y=x—1 et donc z =z — 5. On insére ces expressions
1\2
x2+(1:—1)2+<m—§) — 1 =327 3x—|—

ce qui donne deux solutions:
1

3+v6 1 1 1
6 2 6 2 V6 V6

et les solutions du systeme sont

(a:,y,z)e{(é(?wr\/é),é( 3+6), 7) (1(3—\/6)%(—3—\/6),—%)}.

La fonction f admet un maximum en (% (3 + \/6) ( 3++6 ) ) de valeur \/g et un
minimum en (% (3 — \/6) , % (—3 — \/6) ,—%) de valeur —\/E.

2

Exercice 2.

On cherche les extremums de f(x,y, z) = z sous la contrainte g(z,y,2) = 42 +3y*+2yz+32%—
4z—1= 0. Notons que Vg(z,y,z) = (8v—4,6y+2z,2y+62) = (0,0,0) & (z,y,2) = (3,0,0)
mais ¢ (1,0,0) = —2 # 0 et donc Vg # 0 pour tout (z,y, z) tel que g(z,y,z) = 0.

La fonctlon de Lagrange est

F(z,y,2,\) = f(z,y,2) — Mgz, y,2) = 2 — M4a® + 3y* + 2yz + 32° — 4z — 1)

et il faut résoudre le systeme

F, = -8z —4) =0 (1)
F, = —\(6y +2z) =0 (2)
F.=1- )2y +62) =0 (3)
Fy=— 42" +3y +2yz+ 32" —da — 1) =0 (4)
Observons que A # 0 & cause de (3) Par (1) on a alors # = 3 et par (2) on a z = —3y, qu'on
insére dans (3) pour obtenir y = — 7= Tout cela inséré dans (4) donne
3 6 27 24 12 2V/3
1 — -2-1= C9=0 = N=12 o h=g2Y8
+ 25672  256\2 * 2562 2562 256 16

et les valeurs maximale et minimale de z sont f et —¥3: elles sont réalisées aux points

2
() o (09

67 2 27 6 2



Exercice 3.

)

i)

Cherchons d’abord les extremums de f a l'intérieur du domaine D = {(z, y) 2 +*
Ils se trouvent parmi les points stationnaires de f:

fo = 42 — y — 6 0
fy = —x + 4y — 6 = 0

d’ou le seul point stationnaire z; = y; = 2.

Soit g(x,y) = 22 +y*—32. Alors Vg(x,y) = (22,2y) =0 & (z,y) = (0,0) mais g(0,0) # 0
et donc Vg # 0 sur le bord de D. On peut donc trouver les extremums de f sur le bord de
D par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La fonction de Lagrange

F(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) = 22° — 2y + 2y — 62 — 6y — A(z* + y* — 32)

donne le systeme d’équations

F,=4r—y—6—-2\x =0 (1)
Fy=—-r+4y—6-2\y =0 (2)
F\ = —(2* +9* - 32) =0 (3)

En faisant (1) — (2) on obtient (z —y)(5—2X) =0, c-a-d. y=2 ou A=3.

Si y = x, alors on obtient les solutions xs =y, =4 et x3=y3 = —4 de (3).

Si A = 3, alors y = —(z + 6) par (1) et (3) devient 2? + 6z + 2 = 0, d’olt on trouve

x4:—3~|—\/7, y4:—3—\/7 et x5:—3—\/7, y5:—3+\/7.
Les valeurs maximale et minimale de f sur le domaine D sont réalisées parmi les points
(xi,y;) (1 =1,...,5). En évaluant f en ces cinq points, on trouve

f($17y1) = _127 f(x27y2) = 07 f<$37 y3) = 967 f(x4,y4) = 987 f(x57y5) = 98.

Ainsi, la valeur minimale de f est —12, atteinte en (2,2), et la valeur maximale est 98,
atteinte en (—3 +7, -3 — \/7) et (—3 — V7, -3+ \/7)

Dans I'Ex. 5ii) de la Série 11 on a calculé les extremums de la méme fonction f sur le
demi-disque positif du méme rayon, noté ici par D*. Le minimum de f était atteint en
(2,2) et le maximum en (—4+/2,0). Les extremums de f sur D doivent donc étre au moins
aussi extrémes que ceux sur D7. En I'occurrence, le minimum est le méme, mais la fonction
f atteint des valeurs plus grandes sur le demi-cercle inférieur que sur DT si bien que le
maximum a changé.

Soit D = {(x,y,2) : 2> + y* + 2% < 4} la boule considérée. On commence par chercher les
extremums de f a lintérieur de D. Les points stationnaires de f satisfont

fe=2r—-2=0 )
fy=2y+2=0 = (x,y,2) = (1, -1, 5) est le seul point stationnaire
fr=22—-1=0

qui est bien a l'intérieur de D car 12 4+ (—1)? + (%)2 =2<4

Pour trouver les extremums de f sur le bord de D, on définit g(z,y, 2) = 2 +y*+22—4 en
sorte que le bord de D est 'ensemble {(z,y, z) : g(z,y, z) = 0}. Notons qu’'on a Vg(z,y, z) =
(22,2y,22) =0 & v =y =2z=0 mais ¢(0,0,0) = —4 # 0 et donc Vg # 0 sur le bord
de D.



On introduit la fonction de Lagrange
5
F(:L‘,y,z,)\):f(:):,y,z)—)\g(m,y,z):x2+y2+22—2x+2y—z—Z—A( +y2+22 )

et on résout le systeme qui décrit les points stationnaires de F', a savoir
F,=2r-2-2\x=21-XNz—-2 =0
F,=2y+2-2\xy=21-Ny+2 =0
F,=22—1-2\z=2(1-X)z—-1 =0
Fy=—(2*+y*+2°—4) =0

—~
—_

—~
w

— —
W ©)
N N S N

Comme A # 1 (sinon (1) a (3) ne sont pas satisfaites), on peut diviser par 1 — A pour obtenir
a partir de (1) a (3)
1 1 1
r=—07, y=—-—", = —

1—-A
qu’on met ensuite dans (4) qui devient

2 1
TS AT ESNE

1 1

—4=0 & 9—16(1-N\)? =0 & 16A% —32A+7 =0

Ainsi on a

4 4 2 ; 4 4 2
xrT1T = —— = — 21 = —— e To = — = —— 2o = — .
1 3 Y1 3 1 3 2= 3 Y2 3 273
On calcule la valeur de f aux extremums potentiels sur D

@ys) [(L-1]) (3458 (-39

7 35 13
Ainsi le minimum de f sur D est —%, atteint en (1, -1, %), et le maximum est ?21—5, atteint
44 2
en (_5’ 3’ _3)‘

Exercice 4.

i) Soient x et y les longueurs des cathetes d'un triangle rectangle. Son aire est alors A = %

et ’hypothénuse est de longueur /x2 + y2. Pour simplifier, on définit une fonction-objectif
équivalente, c.-a-d. f(z,y) = 2® + y* qu'on veut minimiser sous la contrainte g(z,y) =
xy —2A =0.

Notons que Vg(z,y) = (z,y) = (0,0) < (z,y) = (0,0) mais que g(0,0) = —2A # 0. Donc
Vyg(z,y) # 0 pour tout (z,y) satisfaisant g(z,y) = 0. La fonction de Lagrange est alors

F(x,y,\) = f(z,y) — Mg(x,y) = 2° +y* — May — 24)

ce qui mene au systeme

F,=2x—)\y =0 (1)
F,=2y— Az =0 (2)
Fy=—(zy—2A4) =0 (3)

5




i)

pour les points stationnaires de F'.
De (1) on trouve z = 3y, d’'ott (2 — 2A?)y = par (2). Si y = 0, (3) ne peufétre satl :
donc on A\? = 4, ou encore A = £2. Ainsi ¥ = £y mais comme z,y sont 18 deux posiifs,

on doit avoir z = y. Il découle alors de (3) que z = y = VvV2A. Par conséquent le triangle
rectangle avec hypoténuse minimale est le triangle rectangle isocele dont chaque cathete

vaut v2A.

On cherche le minimum de la fonction-objectif f(x,y,z) = 2*+y*+ 2% (distance du point
(x,y, z) a lorigine au carré) sur 'ensemble I' := {(z,y, 2) : g1(z,y,2) = 0 et go(z,y,2) = 0}
avec

gz, y, 2) =22 +9° — 22 et gz, y,2)=c+y—2z+ 1

On peut montrer que Vg, (z,y, z) = (2z,2y, —2z) et Vgo(z,y,2) = (1,1, —1) sont linéairement
indépendants sur I' par un argument similaire a celui a I'Ex. 144).

La fonction de Lagrange est

F($7y727/\7:u) = f(l'aya Z) _Agl(mayvz) —NQQ(%%Z)
=2+ + 22 - NP+ =) —plr+y—z+1)

d’ou le systeme

(F, =20 -2\ —p=21-Nz—pu =0 (1)
Fy=2y—=2\y—p=2(1-Ny—p =0 (2)
F,=2z24+2 z+p=2(1+XN)z+p =0 (3)
Fy=—(2* +y* - 2?) = (4)
| Fu=—(@+y—2+1) =0 (5)

En faisant (1) — (2) on trouve 2(1 = A)(zx —y)=0 = A=1ou z=y.

Si A =1, alors p =0 et par (3) on a z = 0. Par (4) il suit que = y = 0. Mais (0,0,0) ne
satisfait pas (5), donc ce n’est pas une solution.

Si x =y, alors z = 2z + 1 par (5). Pour un point de la forme (z,z,2z + 1), (4) s’écrit

>
2 fAr+1=0 = mz—l:l:\/?_:y ot 2= 142

Il reste alors a vérifier que ces valeurs de (x,y, z) sont compatibles avec les équations (1) et
(3). Pour ceci, insérons les valeurs obtenues dans (1) et (3) et écrivons le tout sous forme

matricielle A 2 = b:

_ _ Vo
D )0)- ()

Comme det(A) = +v2 F2v2 = 72 # 0, il existe des solutions pour A et (qu'on n’a
pas besoin de chercher).

Ainsi les solutions du systeme VFE = 0 sont

L= (—1+‘/7§,—1+\/7§,—1+\/§> et py = (—1-?,-1-?,—1—\6).

6



et
2 2
P12 162 12v2) =2 (-1 2) + (-1 v2) =54

Ainsi p; réalise la distance minimale 6 — 44/2.

Exercice 5.

Observons d’abord que les deux axes de 'ellipse sont les droites qui passent par le centre et les
deux points sur I'ellipse dont la distance au centre est maximale respectivement minimale. On
cherche donc les extremums de la distance au centre.

Comme 'axe du cylindre 22 + y* = 4 est I'axe z, le centre de l'ellipse se trouve aussi sur 'axe
z, i.e. il est de la forme (0,0, z). De plus, lellipse est dans le plan z + y + 2z = 2, et donc son
centre est (0,0,1). On cherche donc les droites qui contiennent les extremums de la fonction
f: R® — R définie par

f(l’,y,Z) =z +y2 + (Z_ 1)27

sur ' = {(z,y,2) : qi(z,y,2) = 0 et go(z,y,2) = 0}, o gi(x,y,2) = 2> +y*> — 4 et
g, y,2)=c+y+22z—2.

Or, Vgi(x,y,2) = (22,2y,0) et Vga(z,y,z) = (1,1,2) sont linéairement dépendants seule-
ment en des points (0,0, z) qui ne sont pas contenus dans le cylindre.

En posant F(z,y,z, A\, 1) = f(z,y,2)—Ag1(x,y, z2) — g2(x,y, 2) on obtient le systéme suivant :

(F, =22 —2)\z — =0 (1)

Fy=2y—2\y—p = (2)

F,=2z-2-2u =0 (3)

Fy=—(2*+y*> —4) =0 (4)

| fu=—(z+y+22-2) =0 (5)
De (1) et (2) on obtient x = ﬁ = y . Supposons donc pour l'instant que A # 1, le cas

A =1 sera traité apres. Par (3) on a

1 etd S (6)

z = et donc rT=y=—-—.

a YToa -

En récrivant (5) en fonction de z, on a

z—1
1—A

1 3

Quand z = 1, il suit de (6) que x = y = 0. Mais le point (0,0, 1) ne satisfait pas (4), donc ce
n’est pas une solution.
Quand \ = %, (6) implique que z =y = 1 — z et si bien que (4) devient

201 —2)2—4=2(:2-2:-1)=0 =  z=1%+2
et donc x =y = :F\/ﬁ.
Lorsque A = 1, on a u = 0 par (1) et (2), d’ou il suit par (3) que z = 1. De (5) on tire que

r = —y, qui, inséré dans (4), donne

2y? =4 = y::i:\/ﬁ = T =TFV2.



Les solutions du systeme sont donc 4
(r,9,2) € {(—\/5, —V2,14+V2), (V2,V2,1 =V2),(—=V2,V2,1), (V2, lQ, 1)}

et on a
F(=V2,—V2,14V2) = f(V2,V/2,1-vV2) =6 et f(=V2,V2,1) = f(v/2,—V2,1) = 4.
Ainsi le grand axe de l'ellipse est sur la droite d; et le petit axe sur la droite dy définies par
dy ={(v,y,2) ER*:x =t,y=t,z=1—tt R}
dy = {(2,9,2) ER* 12 =5,y=—s,2=1,5 € R}.

Noter qu’on a utilisé le centre (0,0, 1) de I'ellipse comme point de référence.

Exercice 6.

Les régions {(z,y) : o +2y > 8} et {(x, y) - "’%: + % < 1} dans lesquelles se trouvent P et

() sont un demi-plan et une ellipse centrée a l'origine respectivement (cf. figure ci-apres).

Il est alors géométriquement évident que si la distance entre les points P € {(z,y) : z+2y > 8}
et Q)€ {(m, Y) % + y4—2 < 1} est minimale, ces points se trouvent sur le bord de leur ensemble

respectif.
En écrivant P = (z,y) et @ = (u,v), le probleme revient a trouver le minimum de la fonction

f(:v,y,u,v) = ($ _U’)2 + (y_U)Q
sous les conditions
gi(x,y,u,v) =x+2y—8=0 et go(z,y,u,v) = 4u?® +9* —36 = 0.

Les vecteurs Vg, (z,y,u,v) = (1,2,0,0) et Vgo(z,y,u,v) = (0,0,8u, 18v) sont linéairement
indépendants sur I' = {(z,y,u,v) : ¢1(x,y,u,v) = 0 et g2(x,y,u,v) = 0}. En effet, si aVg; +
BV gs =0, il est immédiat que a = 0. Si § # 0 alors u = v = 0 mais go(z,y,0,0) = —36 # 0 et
donc (z,y,0,0) ¢ I'.

On peut donc utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La fonction de Lagrange est

F(L?J;Uﬂ’y}\aﬂ) - f($7y7uav) - )‘gl<x7y7uvv) - H92($;yauav)
=(r—u)?+(y—v)?— ANz + 2y —8) — u(4u® + 9* — 36)
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d’ou le systeme

(F, =2(x —u) — A =0 (1)
F,=2(y—v)—2A =0 (2)
F,=-2x—u)—8uu =0 (3)
F,=-2y—v)—18uwv =0 (4)
Fr=—(z+2y—8) =0 (5)

|, = —(4u* +9® —36) =0 (6)

Si A =0 ou pu =0, alors les équations (1) a (4) impliquent que x = u, y = v. Mais de (5) on a
v =4 — ¢ et en remplacant ceci dans (6), on obtient 24—5u2 — 36u + 108 = 0 qui n’admet pas de
solution réelle. On a donc A # 0 et u # 0.

Alors (1) et (2) impliquent que 2(z —u) =y — v et en utilisant cette relation dans (3) et (4)
on trouve que Su = 9v.

On reporte ces valeurs dans (6) qui devient

100 9 8
9 " YT "T75

A partir de 2(z —u) =y — v on trouve maintenant 2z —y=+L F =42 = y=22F2.

Avec ceci I'équation (5) s’écrit

12 4 14 18
x+4$¢4—8:5x—{142}:0 = :L':E ou x:5 = y:€ ou y:?.
Les deux solutions du systeme sont alors
12 14 9 8 ¢ 4 18 9
r=— =—, u=-, v=- e == =—, Uu=-——, v=-—=
50 YT 5 5 5 YT 5 5 5
La distance entre P = (%,134) et Q = (%,g) vaut %5 et celle entre P* = (%,%) et QF =
(—%, —%) vaut \1/—35 Ainsi la distance est minimale entre P et ().

Interprétation géométrique

On constate que le vecteur Fﬁ = —2(1,2) est orthogonal a la droite gi(z,y) = 2+2y—8 =0
1

en P et alellipse go(z,y) = %24—% —1 =20 en @ parce que @ est parallele a Vg, (P) = (1,2)

et b Vga(Q) = 2-(1,2).

L’autre solution P* = (‘—1 g) et QF = (—%,—%) réalise un point-selle de f (cf. figure

ci-dessous). En fait, il n’existe pas de distance maximale.




Exercice 7.
Q1 : Soit ’équation différentielle

Y (y+2°y) ==

pour z € R avec y(0) = 2. Alors la solution y(z) vérifie

On peut récrire I’équation sous la forme

et on peut donc séparer les variables. On obtient

Z

T2 g dx

ydy =

et en intégrant on trouve

1 1
§y(x)2 =3 In(1+ 2?) +C

avec C' € R. Comme y(0) =2 on a C' = 2 et donc

y(r) = /In(1+ 22) + 4.

Ainsi y(1) = /In(2) +4.

Q2 : Soit ’équation différentielle
y'sin(z) 4+ y cos(x) + sin(2x) = 0
pour = € |0, 7[. Alors la solution générale est
(x) avec C' € R
[ | y(x):% avec C € R
() avec C' € R
()

[] y(z) = e 6@ cog(2z) + avec C € R

_c
sin(z)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire. La solution générale est donc de la forme
Y() = Ypart () + C Ynom ()
avec C' € R. Pour trouver ypom () il faut résoudre 1'équation homogene

y' sin(x) + ycos(z) = 0.

10



La séparation des variables donne

et en intégrant on obtient

In(|y(z)|) = — In(|sin(z)|) + C

avec C' € R, et donc
C

sin(z)

Yhom (:C) =

avec C' € R.
Ensuite on fait la variation de la constante qui donne

(C'(x)sml@)) sin(z) + sin(2z) — 0,

d’ou il suit que

C'(z) = —sin(2x)

et donc C(x) = § cos(2z). Finalement on a

tcos(2z)  cos(z)? — 3
Ypart (.'17) - . = " .
sin(x) sin(x)
(Rappel: cos(2z) = cos(x)? — sin(z)? = 2cos(z)? — 1.)
La solution générale est alors
21 2 1
—3 1 + (-3 +C
y(z) = cos(‘x) 2 o _ cos(z) . (-3 ) |
sin(z) sin(z) sin(z)

Puisque C € R est arbitraire on peut récrire la solution comme

_ cos(x)*+C
y(z) = sin(z) avec C € R.

Q3 :  Soit ’équation différentielle
;o (y>2
xy —y=x cos|=
x

pour z € |0, 00[ avec y(1) = %. Alors

L] y(z) = zarctan (In(z)? 4 1)

Remarque : effectuer le changement de variables y(z) = x v(z)

11



On peut récrire I’équation sous la forme
2
Y = Yy +cos(g> ,
T T
ce qui est une équation différentielle homogene. On pose y(z) = z v(x) et I'on obtient

v+ 20 = v+ cos(v)?

ou

zv' = cos(v)?.

Par séparation des variables on obtient

et par intégration
tan(v) = In(z) + C

et donc
y(z) = z arctan(In(z) + O)

avec C € R. Avec la condition initiale on trouve
T
y(1) = arctan(C) = 1
et donc C' = 1. La solution recherchée est alors

y(z) = z arctan(In(z) + 1).

Exercice 8.

La fonction f est continue sur R?, car la fonction p est continue sur R2, la fonction h est

continue sur R ce qui implique que la fonction 2z A (% — 2) est continue sur le demi-plan a
x

droite {(z,y) € R?: x > 0}, et pour tout yo € R on a

lim 2xh(i—2) —0.

(m,y)—)(O,yo) .1'2

En particulier on a donc que f(0,0) = 1. La fonction p a comme graphe le cone comme discuté
a plusieurs occasions pendant les cours (voir le manuscrit). En (0,0) p admet des dérivées
directionnelles unilatérales égales a —1 suivant tout vecteur unitaire e = (cos(¢), sin(¢)) car on
a g(t) = p(tcos(o),tsin(¢)) =1 — |t| et donc

i 90 —9©) _ ol
t—0-+ t t—0+ ¢

Par la définition de la fonction h, la fonction 2x h (% — 2> est non-nulle uniquement si —1 <
x

% — 2 < 1, c.-a-d., puisque = > 0, pour les points (z,y) du premier quadrant qui satisfont
x
)

1 < = < 3, autrement dit, donné x > 0 pour y tel que z? < y < 32%. Ceci implique que pour
x

12



des points de la forme (z,y) = te = (tcos(¢),tsin(¢)) avec e = (cos(¢),sind)) ul¥vec
unitaire du du premier quadrant, c.-a-d. pour 0 < ¢ < g, on devrait avoir qu

t? cos(¢)? < tsin(p) < 3t* cos(¢)?,

pour que la fonction 2z h (% — 2> prenne des valeurs non nulles. Cependant, la deuxieme
x
inégalité est toujours violée si t est suffisamment petit. Ceci veut dire que, donné ¢, les points

(t cos(¢),tsin(¢)) se trouvent, pour ¢ suffisamment petit, tous a 'extérieur de la région ou la

fonction 2z h (% — 2) est non nulle. En conclusion, la dérivée directionnelle de la fonction f
x
en (0,0) suivant tout vecteur unitaire e est donc bien égale & —1. Par contre le long du chemin

c: [0, 4o00[ = R?, t — (,2t%) on a pour ¢ > 0, ¢ suffisamment petit:
(foo)() =1—VE+1F +20>1—VE+12 +2=1—V2t+2t > 1.

La fonction f admet donc dans tout voisinage de (0,0) des valeurs strictement plus petit et
plus grand que f(0,0) =1 et il s’agit donc d’'un point-selle (selon les définitions du cours). La
figure suivante montre le graphe de la fonction f au dessus du rectangle [0,0.1] x [0,0.01] C R?
du premier quadrant.

13




EPFL Pete 1t
Section PH 3lgnai 2

Analyse avancée 11 — Série 12B

Exercice 1.

x1y?

Soit D =R?\ {(0,0)} et la fonction f: D — R définie par f(z,y) = -+ . Alors
($2 + y4)§
lim x,yY) =
e f @) =y
(z,)#(0,0)
lim z,y) =0
(z,)—(0,0) fay) =
(z,y)#(0,0)
lim z,y) =1
(z,y)—(0,0) fey) =
(z,y)#(0,0)
lim x n’existe pas
o f(#.y) wexiste p
(z,y)#(0,0)
Exercice 2.
Soit la fonction f: R? — R définie par
by taysin —=— i (o) £ (0,0)
r+y+aysin| —— T,y
flw,y) = vt +y
0 si (z,y) = (0,0)
Alors
[ ] f n'est pas continue en (0,0)
of .
[] e —=(0,0) n’existe pas
B / st différentiable en (0,0)
[ ] 7 est de classe C* (R?)
Exercice 3.
Soit D = {(z,y) e R?: 22+ 4> < 1,2 >0} Alors/ Mdmdy > 1.
’ ’ - T w2+ 41

[ ] VRAI B raux



Exercice 4.

Soit la fonction f: R® — R? définie par f(x,v, 2 (co , sin(y — 2) )T. ors lgamatr,
jacobienne J¢(x,y, z) de f évaluée au point p = (1 R g) est
- 0
[ ] Ji(p) = 0 1
-1 -1

L1 Jr(p) = i
0

DJf():( %?)
e -( 500

Exercice 5.

Soit h: R? — R? la fonction définie par h(u,v) = (—u(1—2v), u*(1-v), uv) " et soit g: R* — R,
(x,y,2) = g(x,y, 2), une fonction de classe C*. Alors la dérivée partielle par rapport a v de la
fonction f: R* — R, définie par f(u,v) = g(h(u, v)), satisfait en (u,v) = (1,0) :

[] %(1,0) 229(1 0,0) — gz(l 0,0) + 29(1 0,0)

[] %(1,0) gi( 1,1,o)+zg—y( 1,1,0)

[ g—f(m) —2%( 1,1,0) — gi( 1,1,0) + gZ(—l,l,O)
[] g—i(l,O) gg( 1,1,0)—22—;’( 1,1,0)+§Z(—1,1,0)

Exercice 6.
Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) =z —y — 2® + 3> et soit le point p = (=2, 1).
Alors le plan tangent au graphe de f en (p, f (p)) est donné par ’équation :

D z—0r—2y+6=0

- z—Hr—2y—2=0

[]z—52—2y—8=0

|:| z2—2x—=5y+7=0

Exercice 7.

L’ensemble D = {(x,y) € R?: 22 +y> < 1let x # 0} est fermé.

[ ] VRAI Bl raux



Exercice 8.

Le polynéome de Taylor d’ordre deux de la fonction f: R? — R,

fla,y) = e
au point (1,0) est :

Dpg(x,y):1+2(x—1)+y+6(x—1)2+4(x—1)y+y2

1
[ ] pala,y) = —1+2( =D +y+3( -1+ 2z — Dy + 5v°

1
[ | pa,y) =1+ 20w = 1) +y+3(x — 1) +2( — Dy + 51/

1
[] pz(l’,y)=1+2x+y+3x2+2$y+§y2

Exercice 9.
Soit la fonction f: R3 — R définie par f(x,y,2) = 222y32* + 223y% — 33?2 — 1 et soit p =
(1,1,1). Puisque f(p) =0, et =(p) # 0, '’équation f(x, Y, z) = 0 définit dans un voisinage de

ox
(y,2) = (1,1) une fonction = = g(y, z) qui satisfait g(1,1) =1 et f(g(y, 2),Y, z) = 0 ainsi que :

dg 1
WCoy=—

dg 1

“J11)= =

dg

—(1,1) = -2
mET

dg 4

J11) = —=

Exercice 10.

Soit D = {(x,y) € R*: > 1ety>—1} et soit la fonction f: D — R définie par f(x,y) =
In (m2 + y) . Alors un vecteur v dans la direction perpendiculaire a la ligne de niveau de f qui
passe par le point (2,0) est :

o= (-1
[Jo=(.-4
W o=@y
o= (-1



Exercice 11.
Soit la fonction f: R — R définie par f(z,y, 2) = 22% + 2y? — 22 + 22 + 2y + B Aloyale po
b= (--40)

|:| est un point de maximum local de f

|:| n’est pas un point stationnaire de f

. est un point selle de f

|:| est un point de minimum local de f

Exercice 12.

Soit la fonction f: R? — R définie par f(x,y) = xy. La valeur maximale de f sous la contrainte
g(z,y) =222 +y* —4=0est :

[]1
.2
[]o
[]-v2

Exercice 13.

Soit D = {(z,y) e R?*: 22 +y*<letx >0} et soit la fonction f: D — R, définie par
f(z,y) = y + 2z. Alors le maximum absolu M = (m?xD f(z,y) de f sur D et le minimum
x,y)e

absolu m = min f(x,y) de f sur D satisfont :
(z,y)eD

DM:\/B et m=0

DM:\/B et m=—-H
.M:\/g et m=-—1
[ M=1 e m=-1

Exercice 14.

Soit D = {(x,y) e R?*: 4 <a?+y* <16, y >0, = <0}. Alors l'intégrale

/ rydxdy
D

vaut :

D 3T
[ ]30
B -3



Exercice 15.

La solution u(t) de I’équation différentielle u”—4u'+5u = 8sin(t) pour t € R avil¥ les qnditi
initiales u(0) =2 et «/(0) =5 est :

) = —sin(t)(2e* + 1) + cos(t)(e* + 1)
) =sin(t)(2e* + 1) + cos(t) (e* + 1)
) =sin(t) (4e* — 1) + cos(t) (e* + 1)
u(t) = sin(t)(2¢* + 1) — cos(t)(e* + 1)

Exercice 16.

La solution y(z) de I'équation différentielle (2 + 9)y' + 2y — xy* = 0 pour z € R avec la
condition initiale y(0) = } satisfait aussi :

[Ty =6
[Ty =1
W=
[y =—1

Exercice 17.

Soit f: R? — R une fonction continue. Alors l'intégrale

/_11 </x:f($7y)dy)dx

est égale a :

AN
[ | 0 ( f<x,y>dx>dy

Exercice 18.

Soit A C R", B C R" des ensembles ouverts et f : A — B une fonction bijective avec f et f~!
de classe C*. Alors pour tout p € A on a det(J;(p)) # 0.

B vrAI [ ] FAUX



Exercice 19.

Soient p, g et g des fonctions continues de I — R, ot I C R est un intervallouve

L(u) = u" +pu +q u. Siwuy est solution de 'équation différentielle L(u) = 0 efu, est On
de I'équation différentielle L(u) = g, alors u, + %uh est solution de l’équation différentielle
L(u) = g.

B vral [ ] FAUX

Exercice 20.

Soit une fonction f: R*> — R telle que f(0,0) = 1. Si pour tout ¢ € [0,2%[ fixé on a
hH(l) f(rcos(p),rsin(p)) =1, alors f est continue en (0, 0).

r—r

r>0

[ ] VRAI B raux

Exercice 21.

0? 0?
Soit f: R? — R une fonction de classe C?. Alors on a a—];(p) = a—‘};(p) pour tout point
€z Y

p € R2.

[ ] VRAI B raux

Exercice 22.

Soit une fonction f: R?2 — R. Si f est différentiable en tout point de R?, alors f est de classe
C(R?).

[ ] VRAI B raux

Exercice 23.

Soient f: R™ — R™ et g: R™ — R* deux fonctions de classe C*. Alors la fonction h = go f
est de classe C'! et on a pour tout point p € R" que J,(p) = J, (f(p)) Ji(p)-

B vral [ ] FAUX



Exercice 24.

Soit f: R? = R, (z,y) — f(x,y), une fonction de classe C2. Alors pour tout p¥int (
on a

Uyt h) - Y(ry) Gt hy) -Gy
lim 2 — lim 2

h—0 h h—0 h

h#£0 h£0

B vral [ ] FAUX

Exercice 25.

Soit f: R™ — R une fonction de classe C! et soit p € R™. Si f admet un extremum local en p,
alors p est un point stationnaire de f.

B vrAI [ ] FAUX

Exercice 26.

Soit f: R® — R une fonction de classe C? et soit p € R3. Si p est un point stationnaire de f
et si le déterminant de la matrice hessienne H(p) est strictement négatif, alors f admet un
maximum local en p.

[ ] VRAI B raux

Exercice 27.

Soit f: R® = R, (z,y,2) — f(x,vy,2), une fonction qui est différentiable en un point p € R3.

af af af
Alors le vecteur < 5 (p), — ay =—(p), — -

graphe de f en (p. f(p)).

T
(p), 1) est perpendiculaire a I’hyperplan tangent au

B vral [ ] FAUX



Exercice 28.

Soit f: R* — R une fonction continue sur un ensemble borné et fermé D C REet so
un ensemble borné et fermé. Si G: D — D est une fonction bijective de classel!

alo

/f(x,y) dx dy = /f(G(u, v)) |det (Je(u,v))| dudv

B vral [ ] FAUX

Exercice 29.

Soit f: R? — R une fonction de classe C''. Alors la dérivée directionnelle de f en (0,0) suivant
le vecteur v = (1,1)" est égale a la limite :

(h,k)—(0,0) Vh? + k?

(h,k)#(0,0)

[ ] VRAI B raux

Exercice 30.

Soit une fonction f: D — R ou D C R" est un ensemble borné et fermé. Si f n’admet pas de
maximum absolu sur D, alors f n’est pas continue sur D.

B vral [ ] FAUX



EPFL Pet
Section PH 23

Analyse avancée 1I — Corrigé de la Série 13A

Echauffement.

i) Intégrer d’abord par rapport a x correspond a l'intégrale donnée. On obtient

1 2 11 z=2 1
/ (/ (x3 — y1/3) dx) dy = / L—lx‘l —y/3 x} dy = / (4 — 2y1/3) dy
0 0 0 2=0 0

3 y=1 3 5
= {4y — §y4/3] =4 .

y=0

it) En inversant l'ordre d’intégration on a

Les résultats sont les mémes puisque la fonction qu’on integre est continue.

Exercice 1.

i) Le domaine d’intégration est représenté a la Fig. 1. On a

/_21 (/01 cos(x + y) d:c) dy = /_21 [sin(ﬂs + y)}:j dy = /j (sin(l +y) — Sin(y))dy

- [ —cos(1 +y) + cos(y)] 2_1 =1 —cos(1) + cos(2) — cos(3).

i1) Le domaine d’intégration est représenté a la Fig. 2. On a

1 2z 1 y=2z 1 1 =1 1 r=1
/ </ ex-i-y dy> dr = / [em-i-y] dr = / (6390 . e2ﬂc)dm — [_ €3m:| . |:_ 62x:|
0 x 0 y=z 0 3 o0 L2 2—0

1,4 1,4 1, 1, 1
=—(e2—=1)—=(e—1) ==’ — = =
ey -teon=lelay]
Exercice 2.
i) Le domaine D est représenté a la Fig. 3. On a
1 2 179 z=2
/\/93+ydxdy=/ (/ \/w+ydw) dy:/ {g(xﬂty)?’/?} dy
D 0 0 0 =0

1

/01 ; (2+9)*? = y*?) dy = {%((2 +y)** - yS/Q)]

:%(9\/5—4\/5—1).

0

1



N
Y
2 1
YA

y:
4,
0 T >
YA y=2x 0 1 2 X
1+ 2+ . 3
Fig. 3
A =X
y=X Y 2
X+y-2=0
0 .- 1
1 X
1 1+
-1 0 0 T Y > 0 T >
0 1 X 0 1 2 X 0 1 2 X
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 4 Fig. 5

i1) Le domaine D est représenté a la Fig. 5 ci-dessus. On a

2( e 21, L 29 1 .1% 64
/ 2y dr dy = / / 22y | dy dx = / [—x%f] dr = / —2%dr = [—x7] = —.

i11) Le domaine D est représenté a la Fig. 4 ci-dessus. Observons que z—y >0 et x4+y—2 <0
sur D. Ainsi (z—y)(z+y—2) <0 et donc f(x,y) = —(z—y)(z+y—2) = —(22—2x—y*+2y).
On a

1 T 2 p2—zx
/f(x,y)dxdy:—/ (/ (:U2—2x—y2+2y)dy) dx—// (2% — 22 — y* + 2y) dy dw
D o \Jo 1Jo

2

1 1 y=x
- _ / [(xZ —21)y — gy?’ + yQ} dx
0 y=0
? 2 L g 2 e
= | @722y oyt +y dx
1 y=0

;_[f(%ﬁ_xﬁdx_za(;2—@3—@—xf>m:

= Ex‘* — %x?’] 1 + E@ — )t - %(2 — x)3r

0

B 11+ 1+171
~ \6 3 6 3) 3°

Pour I'étape * on a récrit le premier terme dans la deuxieme intégrale comme

1

(2> —22)2—2)=—-22-2)0=(2-2)-2)2—2)*=(2—-2)*—2(2— 1)
pour arriver a
2 —21)(2 Lo et -2 =202 @—a)
(- 20)2—2) — 52— 2P + 2— 2P = 22— 2) - (2—2)

et ainsi éviter de développer tous les polynomes.



Exercice 3.
i) En respectant l'ordre d’intégration donné, on doit trouver une primitivdlide lago |

e(@) par rapport a x, ce qui est impossible. Il faut donc inverser I'ordre & intégra
reparamétriser le domaine D qui est représenté a la Fig. 6 ci-dessous.

Dans l'ordre donné, on parcourt D du bas en haut selon des lignes horizontales. Inverser
I'ordre d’intégration revient a parcourir D de gauche a droite en selon des lignes verticales.
Ainsi x varie entre 0 et 1 et y varie entre 0 et z. On a

1 L 1 z 1 L 1y=a
/ (/ e(x)dx)dy:/ </ e(“’)dy)d:v:/ [ye(x)] dx
0 y 0 0 0 y=0
1 1
:/ ze™) dx = [16(12)} _ed .
0 2 |, 2

it) On doit de nouveau inverser I'ordre d’intégration pour pouvoir calculer cette intégrale. Il
faut donc parcourir le domaine D (cf. Fig. 7) de gauche a droite selon des lignes verticales,
c’est-a-dire laisser varier = entre 0 et 1 et y entre 0 et 23

=T

1 1 1 z3 1 3 1
/ (/ \/l—l—w4da:> dy:/ (/ \/1+x4dy> d:pz/ [y\/1+x4}y dx:/ 23V1 4 a4 dx
0 Yy 0 0 0 y=0 0

1 1
1 1 1
:/ ~ 4231 + M)V de = —(1+x4)3/2 :—<2\/§—1>
o 4 6 o 6
y y =X Ya o
1 14
0 > 0 -
0 1 0 1
Fig. 6 Fig. 7

Exercice 4.

Les points du domaine D satisfont

Ve <y<Va et r—6<y<ua;

on a donc les inégalités

max(— vz, — 6) <y < min(vz, z) et r—6<+x.

On fait les calculs:
r—6< -z & (V2)P+vVz-6<0 & (Vr—-2)(Vo+3)<0

3



Pour 0 <z <9 on a donc

x si0<zr<1 —Vr st 0<z<4
min (\/x,x) = - et max (— vz, xr —6) = -
(V. 2) {\/E six>1 (=ve ) {x—G si z>4

c’est-a-dire D est le domaine représenté a la Fig. 8. (Remarque: On peut aussi arriver a ces
résultats en tragant les graphes, et puis chercher les points d’intersection nécessaires.)

y
3r y=\/Y
y=X

2,

Fig. 8

On peut décomposer le domaine D en trois sous-domaines en coupant selon les droites verticales
xr=1et x =4. L’aire de D est alors

[wiv= [ ([ a)ars [ ( [ dy) i | ( Lfdy) ”
:/01 (:c+\/5)dx+/142\/5dx+/49(ﬁ—x+6)dx

- 6

1 2 32 4 54 81 16 62
=(=+2 =2 o) - (=2 —8424) =2,
(G+3) (5-3) < (5-F+0) - (5 -5+2) =5

Exercice 5.

i) On pose le changement de variables (z,y) = G(u,v). L'intégrale de f sur D est alors (cf.
cours)

/Df(:c,y)da:dy—/f)f(Gl(u,v),Gg(u,v)) |det (Jg(u,v))|dudv,

4



ou
9G1  9G,
ou ov
Jo(u,0) = | ag, ac,
ou ov
i1) Pour les coordonnées polaires on a

G(r,0) = (7" cos(go),rsin(go)) ,

avec (r, ) € R x [0,27[. La matrice Jacobienne est

sotr) = (Gnle) s

est la matrice Jacobienne de G.

d’ou le Jacobien det(Jg(r, <p)) = rcos(p)? + rsin(p)? =r.

Comme H = G, la matrice Jy(z,y) et 'inverse de la matrice Jg(r, ¢) mais évaluée en
(r,) = (Hi(z,y), Ha2(z,y)) . La relation entre les deux Jacobiens est donc

1 ] B H 1
det(JG’(ra SD)) (rep)=H(z,y) r r=+/x2+y2 \V x? + y2

ou on a utilisé que Hi(z,y) = /2% + y? pour les coordonnées polaires.

det(Jy(z,y)) = [

#ii) On utilise les coordonnées polaires sur le domaine |0, R] x [0, 27[. Ainsi I'aire du cercle est

R/ ron R IBRL
aire(Dg) = / dx dy = / (/ rdgp) dr = 27r/ rdr=2m {57“2} =nR%.
Dg 0 0 0 0

Exercice 6.

Les équations des droites délimitant le parallélogramme D sont données a la Fig. 9.

Yy




On décompose le domaine en trois sous-domaines en coupant selon les droites Bertic
et = 5. Ainsi 'aire du parallélogramme est

2 20—1 5 1r42 6 lzt2
/dxdy:/ / dy dx+/ / dy dcc—i—/ / dy | dz
D 1 3T+ 2 so+3 5 227

1
2

/(3 3 °3 °( 3
= —x——|d —d —= d
[ Grg)ees [ ame [ (o)
1 2 5 1 6
:§ —2? — 2| 4 |z| +|—=2®+62 :§-4:6.
2\ |2 1 5 2 5 2

Pour calculer I'aire de D par un changement de variable, il est utile de ré-exprimer les équations
des droites comme suit: 2x —y =1, 20 —y=7 et x —2y=—1, x — 2y = —4. On définit
alors une application H telle que (u,v) = H(z,y) avec

u=2xr—y=Hz,y)
v=1—2y = Hy(z,y)

et on voit que I'image de D par H est D= [1,7] x [—4,—1], c’est-a-dire H: D — D.
Le matrice Jacobienne de H et son Jacobien sont

OuHy(2,y) 3yH1(fL’>y)> _ (2 _1> ot det (Ju(z,y)) = —3.

J =
u(@.y) (8mH2(x,y) Oy Ha(z,y) 1 =2

Soit G = H™': D — D la transformation inverse telle que (z,y) = G(u,v). Le Jacobien de G
se calcule a partir de Jy(z,y):

v
det (Jy(z,y))

det (Ja(u,v)) = [ ]
(2,y)=G(u,v)

L’aire du parallélogramme est alors

7 -1
/da:dy:/ |det(Jg(u,v))‘dudv:/ (/ 1du) dv=1-3-6:6.
D D 1 4 3 3

Le résultat est évidemment le méme qu’avant. Mais on a vu qu’il est plus rapide d’utiliser un
changement de variables adéquat.

Exercice 7.

i) Le domaine D est représenté a la Fig. 10. Pour le changement de variables, on définit
l'application H: D — D telle que (u,v) = H(z,y) avec

u=a*+y* = H(z,y)
v=1"—y’ = Hy(z,y)

11 suit de la définition de D que D = [5,9] x [1,4] . La matrice Jacobienne de H est

O Hy(,y) 6yH1(x,y)) _ (2:); 2y )

J f—
n(@,) (@:Hz(-’ﬂ,y) Oy Hs(z,y) 2x =2y

6



et son Jacobien est det(Jy(z,y)) = —8zy. @
Pou

Soit G = H™': D — D la transformation inverse telle que (z,y) = G(u, v
I'intégrale, on a besoin du Jacobien de G qui est

1

det (Jc:(Uv U)) - [m

- )
82Y | (2 )=Guw)

Comme zy # 0 sur D, le jacobien de G est bien définie. L’intégrale est donc

] (x»y):G(uﬂ))

/ 3y dx dy :/ [x?’y?’} - |det (Jo(u,v))| dudv
D D (z,y)=G(u,v)

1 1
:/ {Jv?’y‘3 . —] dudv = —/ [z2y2] du dv.
5 83}2/ (x,y):G(u,v) 8 5 (I,’y):G(U,U)

Pour exprimer x et y en fonction de u et v, observons que 222 =u+v et 2> =u —v.
Ainsi

ry? = i(u +v)(u—v) = i(u2 —v?)

et I'intégrale devient

1 4 9 1 4 1 u=9
/D:r?’y?’ dx dy = 2/, (/5 (u? —v?) du) dv = 3/, {gu?’ - qu} dv

u=>5
1 4 3 k3 1 4
(9 o 4v2> dv=— [ (151 —3v?) dv

T 32/ 3 24 J,
1 4390 65
— o1t — vt =8 = 2
2 [ YT T T
Ya y=4x
3,
y=X
2,
o Xy=2
xy=1
0 ‘ ‘ -~
0 1 2 X
Fig. 10 Fig. 11

ii) Le domaine D se trouve dans le premier quadrant (car z,y > 0) et est délimité d’une part
par les droites y = x et y = 4z et d’autre part par les courbes zy = 1 et zy = 2 (cf.
Fig. 11).

Pour calculer l'intégrale on définit le changement de variable H: D — 15, ou (u,v) =
H(z,y) avec



et, par définition de D, D = [1,2] x [1,4]. La matrice Jacobienne de H es

e = (e e = (s 1)

et son Jacobien est det(Jy(z,y)) = 2% qui est bien défini sur D car z # 0.

2

Soit G = H™': D — D la transformation inverse telle que (z,y) = G(u,v). Le Jacobien
de G est alors

det(Jy(z,y)) (o) —Clu) 2Y | wyy=Glun) 2V

car v = 2. Comme v > 0 sur D, ce Jacobien est bien défini. Ainsi

4 2 92 41 1 u=2 471
22dd :/ /u—d d :/_ — .3 :/__
/L;x y* dx dy 1 % u | dv % 3u . dv 1 6vdv

7 7 7

T ()] = ()= 1 n(2).

det (Jg(u,v)) =

Exercice 8.
On introduit des nouvelles coordonnées par ’application H: D — D telle que (u,v) = H(z,y)

avec
2,2 _
{“‘x Ty et D=[3,4x[12.

v:m2—y2

La matrice Jacobienne de H est
(22 2y
et son Jacobien est det(Jy(z,y)) = —8zy. Soit I'application inverse G = H~'. On a
| I
|det (JH($>?J))| (29) =G () 8xy (2,y)=G (u,v)

Comme zy > 0 pour (z,y) € D, le jacobien de G est bien défini.
Dans les nouvelles coordonnées on a

I:/D(x5y+y5x)dxdy:/5[(x‘r’y—i—y‘r’x)}

1
= / {(xf’y + y51:) . —} du dv
D 82Y | (2 4)=C(u.)

1 / [ 4, .4
= - r +y } du dv
8Jp (z.y)=G(uv)

Ona u?= (22 +y*)? =2 +22%° + y* et v? = (22 —¢y?)? =2 — 22%% + y* et donc

|det (Je(u,v))| = [

(2.9)=G(uw) |det (JG<U,U))‘ du dv

x4—|—y4:%(u2+v2) .

Ainsi
1 2/ 1 21 u=a 1 [2/43-3
]:—/ / (u2+v2)du dv:—/ —u® + uv? dv:—/ 3 + 02 ) dv
16 J, 3 16 J; |3 wes 16 J, 3
1 412 11
—&[371)""0}1—3



EPFL Peter Wiltwer
Section PH 30 2024

Analyse avancée II — Corrigé de la Série 14A

Echauffement.

En coordonnées sphériques: Voir le cours.
En coordonnées cylindriques: Voir le cours pour trouver l'intégrale. Ensuite on la calcule:

R VRZ=22 R 1q r=vR?—2z2 R p2_ .2
V= 27r/ / rdr | dz = 27T/ [—rz} dz = 27?/ dz
~r \Jo _r 2 —0 R 2

5 Rz 317F 5 R3 R3 _47TR3
T T % — T\ 3 3)) " "3 -

Exercice 1.

Le volume cherché V' est donné par une intégrale triple sur le domaine représenté a la Fig. 1
ci-dessous. Observons que le domaine est défini par les inégalités suivantes :

x2+z2§1, r+y+z>1, 20 —2 <6 et z>0.

Fig. 1

A partir de ces contraintes (et en regardant la Fig. 1), on trouve que les bornes de l'intégrale
triple sont

—-1<z<1, 0<2<V1—22 et 1—x—z§y§3+§.

V:/_ll(/Om(/liidy>dz>dx:/_ll(/Om(iiwtg—(l—x—z))dz)dx
:/11 (/Om<2+x+gz>dz> dx:/ll {(2+m)z+zz2}olx2d:ﬁ

-/ ((2+x>M+Z<1_x2>)dxzz/llmdx+§/l<1—x2>dx,

-1

1



ou la derniere égalité est justifiée par le fait que la fonction xv/1 — 22 est im
intégrale entre —1 et 1 est nulle.

Pour la premiere intégrale, on pose le changement de variable = = p(t) = si
¢'(t) = cos(t) et la nouvelle variable ¢ varie entre —% et 7. On trouve alors

/—1 Vit / V1= (02 /(1) dt = /_2 cos(t)? dt

re et dof¥ son

t) si Hn que

us

: sin(t)?dt = 0 + /2 (1 — cos(t)?) dt

o
o
S
wn
Ve
~
S—
(3]
Ny
~
I
| —
[0}
@,
=
—
~
N—
o
S
wn
VS
~
S—
—_
i
+
—
ol

[VE]

s
2

Il s’en suit que

et donc

Exercice 2.

On utilise les coordonnées cylindriques (r, ¢, z) définies par G : D — D telle que

(z,y,2) = G(r,¢,2) = (rcos(p), rsin(p), z).
Le Jacobien est donc

cos(p) —rsin(p) 0
Ja(r,p,z) = det | sin(p) rcos(p) O] =r.
0 0 1

Les équations du cone 2?2 +y? = (12 — 3)2 et de la sphere 22 +y* + (2 — 1)? = 25 s’écrivent
en coordonnées cylindriques comme r? = (32 — 3)2 et 72+ (2 —1)%2 = 25. A lextérieur
du cone on a alors r? > (%z — 3)2 et & l'intérieur de la sphere on a r? + (2 — 1)2 < 25. En

combinant ces deux équations on obtient

1 ? 2 1, 2 5 4
52—3 +(z-1)<25 < 4_12 —32+94+2°-224+1<25 & ZZ —52z—-15<0

& 22-42-12<0 & (24+2)(z—-6)<0 & z>-2 et 2<6.

Ainsi

D:{(r,gp,z) 1 0<p<2m, 332 <r <25 (2-1)2, —QSZSG}



et le volume est donc
6 /25— (2—1)2 o
/dxdydz:/|J(;(r,<p,z)|drdg0dz:/ / (/ rde Mr | dz
D D 2 3 0

z
2

6 1 25—(z—1)2 6 5
= 2#/ {—rﬂ dz = 7r/ (15 + 5z — —22> dz
-2 2 33— -2 4
1 1 .]° 56 320
:57r[32+522——z3} :57r(24—|—16—§>:—7r.
-2

Comme illustration, 'intersection de D avec le plan x = 0 est représentée a la Fig. 2.

\Z

Exercice 3.

La masse totale du domaine D est donnée par l'intégrale triple

I:/p($,y,z)dxdydz.
D

Le domaine est donné par les inégalités
0<z <1, x2§y§1 et y<z<1,

et I'intégrale triple peut donc étre exprimée par des intégrales itérées

! ! ! 3/2,3/2
]:/ (/ (/ PUCI e dz)dy)d:v.
0 x2 y

Pour faciliter I'intégration, on change 'ordre d’intégration. Il faut donc récrire les inégalités en
changeant le sens de parcours des régions définies par les deux dernieéres inégalités (cf. Fig. 3).
Les nouvelles inégalités décrivant le domaine D sont

0<z<1, 0<y<z et 0<z</y.

L’intégrale triple peut donc aussi étre exprimée en terme des intégrales itérées suivantes :

1 z VY
I = / (/ (/ JT/2 gy dx) dy) dz .
0 0 0

3



0<z<.,y

ye 2 1]

/e loy]

Fig. 3

On a successivement

1 z = 1 z
I= / (/ [27/2 e_y3/223/2x} ydy) dz = / (/ 27/2 e_y3/223/2\/§ dy) dz
0 0 z=0 0 0
! z 2 1 3 5
— 2 2 - N [ _2.3/2,1/2 _y3/2,3/2
I—/O /o z < 3z3/2) ( 5% Y )ey dy | dz

S/

-~

=¢'(y) exp((y))

1T y=2 1 y—s
— / _§3L/2 (27/2 6yB/2,23/2>:| ds — _2/ |:22 €y3/223/2:| d»
0o L z 0 .

Exercice 4.

Des coordonnées indiquées sur la Fig. 2 de I’énoncé on déduit que le haut du domaine (partie
grise sur la Fig. 4 ci-dessous) appartient au plan d’équation y 4+ 2z =2 .
Ainsi les bornes du domaine D sont

0<z <1, 0<y<2 et 0<z< —= .

La masse totale I est donc

(L)) ([ 20) -+ (fo-0m) ([0

1,1 1.0 1
=92. 20— 22| |22 =2.2.2 =
CRE GRS



2 [ p2-y)/2 1 'BRE ]
=4 / / dz | dy (/ dex):4-|:_x4:| —4.-=1,

0 0 0 4 0 4
L2 )2
I :/ y - p(x,y,z) dvdy dz =/ (/ (/ 4x2ydz> dy) dx
D 0 0 0

1.0% 1 4 1
2 3
= . — = ._:2._._
[y yL 3 3 3 9

3
L/ g2 ey
I3 = / z-p(x,y,z)dedydz = / </ (/ 4?2 dz) dy) dx
D 0 0 0
2 (2—y)/2 1 211 1@w/2 1
= / / zdz | dy (/ z? d$) = / [—22] dy | - =
0 0 0 o L2 ] 3

1/ [? 1 1] 1 1 181 4
- dy) - >==|--@2-y?| -2=2.2.= S
2(/0< )y>3 2{3( y)]03 23’39

Ainsi le centre de gravité est G = (%, %, %)

Exercice 5.

Soit D le secteur sphérique représenté a la Fig. 3 de I'énoncé. Comme le domaine D est un
secteur sphérique, on utilise les coordonnées sphériques G : D — D telles que

(x,y,2) = G(r,0,p) = (rsin(@) cos(p), rsin(f)sin(y), rcos(@))
et donc le Jacobien de ce changement de coordonnées est

sin(f) cos(p) rcos(f) cos(p) —rsin(f)sin(p)
Ja(r,0,¢) = det | sin(0)sin(p) rcos(f)sin(p) rsin(f)cos(p) | = r?*sin(8) .
cos(0) —rsin(0) 0

bt



Sur la Fig. 3 de I’énoncé on voit que le domaine d’intégration D est défini par

37 et 0<o<

™
0<r<2 — —
== 2 - 4

| N

<p<

Comme la densité de masse est proportionnelle a la distance a 1’origine (notons qu’une éventuelle
constante de proportionnalité s’annule dans le calcul du centre de gravité), elle est p(z,y, z) =

V22 +y? + 22 et son analogue exprimé en coordonnées sphériques est p(r,0, ) =r.
On calcule d’abord la masse totale I du domaine

I=/ p(w,y,Z)dfvdydz:/~/3(7“,9,90)IJG(T,G,SO)Idede
D D

:/ (/O (/O2r sm(@)dr) d&) dyp = (/02r3dr> (/Ozsm(e)cw) (/fd@)

- Hr4r~[—cos(9)] T=4- <1—§) -7T:27r(2—\/§).

0

3

INE]

o

Notons que sin(#) > 0 pour § € [0, %] et donc |Jg(r,0,¢)| = r?sin(d) (sans valeur absolue).

La coordonnée z5 du centre de gravité de D est alors

1
[ = ptey 2 dedyds =5 [ +(06.0)plr.6.0) V(6. 0) dr d g
D D

/72 (/03 (/OQTCOS(@ r? sin(0) dr> d&) dp
— % (/02r4dr> (/048111(9) cos(6) d@) (/ d¢> % ETE,K B Sin<9)2]0 .
1

1321 1 87 2(2+V2)
I 5 4 2m(2—v2) 5 5

INE]

Exercice 6.

La construction du tore D implique que son grand rayon est a est son petit rayon est b. Pour
intégrer sur D on utilise les coordonnées curvilignes (t, 3, ¢) définies par G : D — D telles que

(z,y,2) = G(t, B, ¢) = ((a+tcos(B)) cos(g), (a+ tcos(B))sin(y), tsin(s)) (Fig. 5)

Le Jacobien de ce changement de coordonnées est

cos(f) cos(p) —tsin(f)cos(p) —(a+ tcos(f))sin(y)
Ja(t, B, ) = det| cos(B)sin(p) —tsin(5)sin(e) (a+ tcos( ))cos(p) | = —t(a+tcos(f))
sin(3) t cos(pB)

etona |Jg(t,B,¢)| =t(a+tcos(f)) parce que a >t et donc le terme dans la parenthese est
positif. Puisque

={(t,f,¢) : 0<t<b, 0< B <2 0< p <27},



Fig. 5

I'intégrale devient

I= [ #dvdyds = [ w0507 1ot )| dedpd
D D

= /027r (/027r (/Ob (tsin(B))” - t(a+ tcos(B)) dt) dﬁ) dp
= ( /0 " dgo) ( /D " (sin(5)2 /0 b (at® + t* cos(B)) dt) dﬁ)

=27 /027r sin(3)? (iab4 + %b5 cos(ﬁ)) g

= Tap’ /O () d6+ /0 " (8 cos(8) dB

2 (7 2 251 3 o [T 2

= —ab sin(8)°dp + —b’ | = sin(B) = —ab sin(f3)°dp.
0 5 3 0 2 0

En intégrant la derniere intégrale par parties on trouve

21

/0% sin(3)* df = [— cos(f3) Sin(ﬁ)]o + /027T cos(B)?dp = 2m — /027r sin(8)? df

= /027r sin(B)?dB = 7

m2ab*
2

et donc I =

Exercice 7. (Exponentielle d'une matrice)

i) On peut écrire A=1+ N,ou [l = <(1) (1)> est la matrice identité et N = (8 é) est une

matrice nilpotente. En effet N? = 0. Il s’ensuit que A? = I + 2N et par recurrence on
peut prouver que A* = I + kN. Prenant € R on a, par la définition d’exponentielle de
matrice,

" oo 1 i oo JZ e CE’ 00 ZL‘ oo J,’kil
=Y ) = 3o A =S LUk = e S
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

7



xT

=e"] + ze"N = (6 xez > :
0 e

i1) On résout 'exercice avec deux méthodes différentes.
M¢éthode 1: Par I'expenentielle d’une matrice.
Vu que la matrice e/ satisfait 'equation (e4%) = Ae”® alors la solution du probleme est
. 4z (1 e’ + xe®
donnée par y(z) = e (1) = < o )
M¢éthode 2: 1’équation a résoudre peut étre écrite

Yy =y1 + y2
?Jé =Y2

et donc ys est indépendante de y; et on trouve facilement yo(x) = y2(0)e® = e*. En
utilisant ceci dans 1’équation pour y; on a y;—y; = €®. Utilisant la méthode des coefficients
indéterminés on trouve y; (x) = Ce” +xe® et avec la condition initiale y;(0) = 1 on trouve
C' =1, donc y; () = e* + ze®.
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