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Série 8 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. (4) Soit A = (a;;) € R**" une matrice symétrique semi-définie positive.
a) Montrer que les éléments diagonaux a;; de A sont tous positifs ou nuls.

b) Montrer que a;;a,; > a?j V1, 7. En déduire que si a; = 0 pour un certain indice ¢,
alors la 7-&me ligne et la :-éme colonne de A sont nulles.

c) Montrer que si a;;a;; = a?j pour une certaine paire d’indices 7, 7 distincts, alors
A est singuliére.

d) Montrer que si 2T Az = 0, alors Az = 0.
Solution.
a) a; = efAe; > 0.
b) Par le critére de Sylvester, toutes les mineurs symétriques sont positifs. En

particulier, pour I = {i,7},

det(A;) = det <a?i aij) = aya;; —al; > 0.
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c) Sil’égalité est vérifiée, le mineur ci-dessus est nul. Ainsi A ne peut pas étre
définie positive (strictement), par contraposée du théoréme de Sylvester.

A est donc semi-définie positive mais pas définie positive : elle admet O
comme valeur propre. Il suit naturellement que A est singuliére (le noyau
de la matrice n’est pas trivial).

d) Soit {u;}; la base orthonormale de vecteurs propres de A domnée par le
théoréme spectral, et soit {\;}; les valeurs correspondantes. On écrit z € R”
dans cette base et on calcule sont image par la forme quadratique :

=Y osu; = zTAz =) all.
; ;



Cette somme de valeur positives n’est nulle que si les coordonnées a; corre-
spondantes aux valeurs \; strictement positives sont nulles.

Dés lors, 1’égalité zT Az = 0 impliqgue que T s’écrit comme combinaison
linéaire des vecteurs propres associés a la valeur nulle. ¢ appartient donc a
I’espace propre associé 4 0, qui n’est autre que ker(A).

Exercice 2. Soit A € C™*™ une matrice hermitienne définie positive, et z € C™ un
vecteur unitaire. Montrer que (z*Az)™! < z* A~z avec égalité si et seulement si z est
un vecteur propre de A.

Indices : Exprimer les images z*Az et z*A 'z dans une base orthonormale de
vecteurs propres de A. Utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (3%, a2) (327, b2) >
>ors a¢b¢)2 pour des réels a;, b; bien choisis.

Solution. Soit {u;}; la base orthonormale de vecteurs propres de A donnée par le
théoréme spectral, et soit {\;}; les valeurs correspondantes. Remarquons que

Au; = Mu; = A7t = A Mg,

et donc que la méme base orthonormale est constituée de vecteurs propres de At
associés auz valeurs A; '
Soit désormais z = 3, a;u; € C™ quelconque unitaire. En particulier 3, |a;)? =

1.
On a alors respectivement

A e =) oA, Az =D el
; ;

Il s’agit désormasis d’exprimer ces sommes comme des normes de vecteurs réels
bien chozisis.

Prenons, 4 cette fin, les vecteurs v,w tels que v; = |0ti|)\¢_1/2 et w; = |ai|)\3/2.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique donc

(z*A7'z)(z"Az) = [|v[?|lwl]* > (v, w).
En outre, le produit scalaire se simplifie agréablement.

(v,w) => vw; = |os|* = 1.

L’inégalité est donc vérifiée.

Etudions désormais quand celle-ci devient égalité. Ceci arrive dés que v et w
sont colinéaires, par l’énoncé de Cauchy-Schwarz. Dans ce cas, v = cw pour une
certaine constante c € R, qui implique

il A P = claa|A)? Vi = |ai|(cA — 1) = 0 Vi

Comme |o;| n’est pas nul pour tout i, on doit avoir c = A~! pour une certaine
valeur propre A. Dés lors, |o;| = 0 pour tous les indices i tels que A\; # A. Par
conséquent, T appartient a l’espace propre associé a la valeur \ et est donc un
vecteur propre.



Exercice 3. Soit A, B € C**™. Montrer que ||Az||» < |A||r||z||2, pour tout z € C*. En
déduire que ||AB||r < ||Al||r||B||F-

Solution. Soit A € C™*™ et soit ¢ € C*. On commence par montrer que
1 Az|l2 < [|Allp[z]2.

Sotent Ay,--- ,A, les lignes de A. On a

A]_.fl}

Azl = |||

A.x )

= (AL g)2 + - + (AL, z)?

< VI ABIIZIB + - + | Aal3llz]3

= A+ - + 143l 22
= ||Allell2ll2,

ou l'inégalité découle de Cauchy-Schwarz.

Soit B € C™*™ et soient by,--- ,b, les colonnes de la matrice B. Alors

143l = (a5 4]

F
= I AbLJ3 + - + (| Aba 3
< \/||A||%||b1H§ + -+ ||A||%]|bs]|3  par la premiére partie

— || 4|[p\/I1BlB + - - + [1ba] 3
— ||4]|#||B||r-

Exercice 4. Soit A € C™™ une matrice hermitienne. Montrer que le polynéme car-
actéristique de A est réel.

Définissons la norme de Frobenius sur C**™ par ||Al|% := 3°,; |Ai;[*>. Montrer que
|A||% = Tr(A?), et en déduire que si |Tr(A)| < ||A||r, alors A est indéfinie.

Solution. Premiérement, le polyndme caractéristique se scinde sur R et il est donc

réel.
pa(@) = (-1)" [T = A,

ou A; € R Vi.
Deuziémement, on a bien

Tr(A?) =) AyAji=) |Ayl = ||Al%.

3] i



On en déduit que si |Tr(A)| < ||Al|lr, et en notant A; la i-éme valeur propre de A,
on a

ITHA) < THA?) = [T AP <X, 6

car la i-éme valeur propre de A% est \2.

Remarquons que les valeurs propres de A sont réelles, et donc que |3, Ai|? =
(i x)2

Il suit de linégalité (1) qu’un des termes croisés vérifie \;A; < 0. A n’est donc
nt semi-définie positive, ni semi-définie négative car elle admet une valeur propre
strictement positive, et une autre strictement négative.

Exercice 5. Déterminer les valeurs singuliéres des matrices suivantes. Pour les matrices
As & Ag, donner aussi la décomposition en valeurs singulieres (SVD).

7 1
1 0 -5 0
A1:< >, A2:< >, A3: 0 0],
0 3 0 0 5 5
1 1 —1
A4: 0 1 s A5: 2 ) Aﬁ:(g g _22>
-1 1 2
Solution.

(i) ATA, = <é 8) et les valeurs propres sont Ay =9, et Ao = 1 (on veut A\; > Az).

Awnst les valeurs singuliéres de A; sont données par g, = +/A;, t.e. 0y =3 et
09 — 1.

(ii) AT A, = <205 8) et la seule valeur singuliére est o, = +/A; = /25 = 5.

(i) AT Az = <Z§ gg) et le polynéme caractéristique est

PaTa,(A) = A% — 100X 4900 = (A — 90)(A — 10).

Les valeurs propres sont Ay = 90 et Ay = 10. Les valeurs singuliéres de A;
sont o1 = 34/10 et 05 = +/10, ainst la matrice D € R3*? est donnée par

3v/10 O
D = 0 v 10
0 0

Les vecteurs propres associés a A1 et Ay sont

w=71) == (3)
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et un choiz pour Q € R?*? est

1 2 1
=& (53)

On cherche maintenant P ¢ R¥3. On commence par trouver une base or-
thonormée (v1,vs,v3) de R3, ot pour i = 1,2 on sait que

1
v; = fA’U,i.
g;

Ainst

v=—7=1|0|, v9=—41] 0
1\/51 2\/51

On doit donc trouver un vecteur vz normalisé et orthogonal a v, et v,. On
trouve, par exemple,

0
Vs = 1 ,
0
et ainsi
11
V2 V2
P=|10 0 1
1 1 9
V2 V2
Finalement, on vérifie que
71 5 7z 0\ /310 0\ ;2 1
00/=|0 0 1 0«10(@?).
1 1 NN
5 5 % 75 0 0 0 5 V5

(iv) ATA, = <(2) g) et les valeurs propres sont \y = 3 et Ao, = 2. Les valeurs

singuliéres de As sont o1 = /3 et 05 = /2, ainsi la matrice D € R3*? est
donnée par

V3 0
D=0 +2
0 O

Les vecteurs propres associés a A1 et Ay sont

() w0

et un choiz pour Q € R?*? est
0 1
1 0/°

O
Il
VR
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(v)

(vi)

On cherche maintenant P € R®**3. On commence par trouver

1
v; = fA’U,i.
0

Ainst
V1 = —F=

On a que (v1,vy) n'est pas une base orthonormée de R3, on doit donc trouver
un vecteur vs normalisé et orthogonal a v, et vo. On trouve, par exemple,

1 12
v3=—= | =2,

611

et ainsi

11 1
P=|== 0 =
oo
V3 V2 e

On a AYAs = (9) et avec comme seule valeur propre A\; = 9. Le vecteur
propre normalisé associé & Ay = 9 est v; = 1. Awnsi Q = (1). La matrice
D € R®>? est donnée par D = (3 0 0)T. Pour la matrice P, on commence
par trouver

-1
1 1
vy = 714.5’1/,1 = g 2

01 2

Il faut maintenant compléter (v,) en une base orthonormée (v, vs,v3) de R3.
On compléte (vi) par vo = 3(2 —1 2)T et vy =3(2 2 —1)T. On obtient

-1 2 2

On calcule la SVD de (Ag)T. On commence par calculer
(AG) AG - <8 17/
avec A\ = 25 et Ay = 9. La matrice D est

D =

o O ot
o w o

Les vecteurs propres associés a A; et Ay sont

R &)
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et un choiz pour Q € R?*? est

-5l )

Les vecteurs v, et vy sont donnés par

v = L i Uy = L 11
1 — \/5 ) 2 — 18
0 v 4
On compléte en une base orthonormée de R® avec
wol[2
= =
3 1

et

i
Il
SN
shibs
m\»—‘m\mmm

1

On a que AT = PDQ. La SVD pour A est donnée par A = (PDQ)T =
QTDTPT.

Exercice 6. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse.

1. Si A € R™™ est une matrice orthogonale, alors une décomposition de A en valeurs
singulieres est A = AL, I,.

2. Les valeurs singulieres d’une matrice diagonale A € R™*™ avec Aq,..., A, sur la
diagonale sont les valeurs diagonales Aq,..., A,.
Solution.

1. C’est vrai. Pour trouver une décomposition en SVD, on doit diagonaliser
ATA, ou ATA = I,. Ainsi, les valeurs propres sont \; = 1 et les vecteurs
propres de AT A sont les vecteurs e; de la base canonique de R™, ainsi Q = I,,.
La matrice D € R™*" est diagonale avec les o; = v/); sur la diagonale. Ainst,
D =1, et on obtient

A=PDQ=PI,I,,

et la seule solution pour la matrice P est P = A.

2. C’est fauzx. En effet, les valeurs singuliéres sont toujours positives, et on les

obtient avec o; = /A2 = |\|, ou A; sont les valeurs propres de A. Les valeurs
singuliéres sont les valeurs absolues des valeurs propres non nulles A;.



Exercice 7. Soit A € C**". Montrer que sa plus grande valeur singuliere o; domine
toutes ses valeurs propres A : g; > |A|.

Solution. Par définition, o2 est la plus grande valeur propre de A*A et vérifie par
conséquent
02 = max z*A*Az = max ||Az|%
zcSn—1 zcSn—1
Pour n’tmporte quel vecteur propre u unitaire de A associé a une valeur propre
A, on a donc

o7 > || Aufl” = [|xu® = A%,

qutr conclut.

Exercice 8. Calculer la matrice pseudo-inverse des matrices suivantes

010 11
A=(11 1), B:<1 0 o)’ C:<0 0).

Solution.

1. On commence par trouver une décomposition en valeurs singuliéres de AT,
AT = PDQ, car cela simplifie les calculs. On trouve AAT = (3), donc D =

J/3

T
0 |, et @ = 1. Par conséquent, v, = %3 (1 1 1) et on trouve Vs, V3
0
orthonormauz. Par exemple
Uy = - 11 Vs = L 1
2 — \/5 0 3 — \/6 s

On pose P = <’U1,'U2,'U3) une matrice orthogonale, et on vérifie qu’on a bien
AT = PDQ. Par suite, A= QTDTPT et

1/3
At =PDTY"Q=|1/3
1/3
2. On a
1 00
B*B=|0 1 0],
0 0O

avec A\1 = Ay = 1 et A3 = 0. Une base orthonormée de l’espace propre associé
a la valeur A\, est donnée par



Le vecteur propre associé a As; est

0
Uz = 0
1
Donc
1 00
Q:(ul Us U3)*: 010 ,D:<(1) (1) 8)
0 01
Pour terminer, on calcule
P = (’U]_ ’Ug) ,
avec
v_Bul_O ,U_Bu2—1
Donc
01
Bt=Q*D*P*=|1 0
00
. On a

e (11
o= (1 1),

avec polynéme caractéristique pcc(A) = A(A—2). On a donc A; =2 et Ay = 0.
On cherche les vecteurs propres associés aux valeurs propres. Pour A\ = 2
on trouve

et pour Ay = 0 on trouve
Donc

Aprés on calcule



On compléte v, avec v, pour former une base orthonormée de R?, et donc

w- ().
p:@ ‘j).

. . [(1/2 0
ct—Q'D*P _(1/2 0).

et

Donc

Exercice 9. Trouver, a I’aide de la pseudo-inverse, la solution minimale des trois systémes
d’équations:

4$1:b1,
$1:b1)
Om1:b2)
1. fBl—f-ng:bl, 2. mlzbg, 3.
7$3:b31
$1:b3,
O$2:b4.

Solution. Soit A €¢ K™, £ ¢ K™, b ¢ K™*1. La solution minimale du systéme
Az = b, est donnée par z™ = ATb. Elle satisfait || Az™ —b||; < ||Az—b||, Yz € K™*1.

1. La matrice associée au premier systéme est

A=(11).
On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On
trouve

1 /1 1
P=1, D_(ﬁ o), Q_ﬁ<1 _1> .
Donc on a
1
wgor-i()

et

:zc+:A+b:1 by .
2 \by

2. La matrice associée au deuriéme systéme est

1
A=1|1
1
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On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On

trouve
1/v/3 -2/v/6 0 V3
P=11/V/3 1/4/6 —-1/y2|,D=|0],Q@=1.
1/v/3 1/4/6  1/4/2 0
Donc on a
=+ * M+ *_1
AT =Q*D*P _5(1 1 1)
et

1
$+ = A+b: g(bl +b2+b3)

3. La matrice associée au troisiéme systéme est

4 00
0 00O
A= 0 07
0 00O
On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On
trouve
0100 7 00
0 01
0010 0 40
P_1000’D_000’Q_é(1)g
0 001 0 00O
Donc on a
1/40 0 O
At =Q*D"P*=| 0 0 0 O
0 0 1/7 0
et
by /4
gt =Ath=| 0
b3 /7

Exercice 10. Soit K = R ou C. Soit A € K™ " et B € K™*P. Est-il toujours vrai que
(AB)t = BTA"?

11



Solution. La réponse est non. On prouve cela avec un contre-exemple. On considere

b9

On a
11
an=(3]).
On trouve
1/2 0
+ _ + _
A" =(AB) _<1/2 0)’
et
0 1/2
+ _
B _<O 1/2)'
On a donc

sy = (12 8) smar— (e )

Exercice 11. (*) Soit A € R™*™ une matrice symétrique et soit

A1
A=U- Ut
An

une factorisation de A telle que U = (uy,...,u,) € R**™ est orthogonale et A; > --- >
An. Pour1<{<nona

max 1T AT = A1
ZL‘ESn_l
zlug,...,zluy

et u,. 1 est une solution optimale.

Solution.
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