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Série 11 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Trouver etA pour chacune des matrices suivantes :

a) A =

 
x 0
0 y

!
o�u x; y 2 C.

b) Une matrice A 2 Cn�n qui satisfait A2 = A.

Solution.

a) A =

 
x 0
0 y

!
o�u x; y 2 C. Pour chaque nombre entier k � 0, on a (tA)k = 

(tx)k 0
0 (ty)k

!
. Donc, on peut calculer etA comme

etA =
1X
k=0

1

k!
(tA)k =

1X
k=0

1

k!

 
(tx)k 0
0 (ty)k

!
=

0
@P1

k=0
(tx)k

k!
0

0
P1

k=0
(ty)k

k!

1
A =

 
etx 0
0 ety

!
:

b) Si A2 = A alors (tA)k = tkA pour tout nombre entier k � 1, donc

etA = I +
1X
i=1

ti

i!
Ai = I +

1X
i=1

ti

i!
A = I + (et � 1)A:

Exercice 2. Montrer le lemme 6.3. du polycopi�e.
On consid�ere le syst�eme suivant

x01(t) = a11x1(t) + � � �+ a1nxn(t)
x02(t) = a21x1(t) + � � �+ a2nxn(t)

...
x0n(t) = an1x1(t) + � � �+ annxn(t)

(1)

o�u les aij 2 R. Montrer que l'ensemble X = fx : x est une solution du syst�eme (1)g
est un espace vectoriel sur R.
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Solution. Soient x;y : R ! Rn avec x;y 2 X , � 2 R, et A = (aij)1�i;j�n la matrice
de syst�eme (1). Car x 2 X , on a d

d t
x(t) = Ax(t) et le même pour y. Donc,

d

d t
(x+ �y)(t) =

d

d t
x(t) + �

d

d t
y(t)

= Ax(t) + �Ay(t)

= A(x(t) + �y(t)):

Ainsi, X est stable sous l'addition et la multiplication par un scalaire. Les autres
propri�et�es d�ecoulent du fait que X est un sous-ensemble de l'espace des fonctions
di��erentiables R! Rn.

Exercice 3. Soit A 2 Rn�n. Montrer que d
dt
eAt = AeAt.

Solution. Par d�e�nition, on a

etA = I + At+
1

2!
t2A2 +

1

3!
t3A3 + � � �+ 1

n!
tnAn + � � �

Alors

d

dt
eAt = 0 + A+

1

2!
2tA2 +

1

3!
3t2A3 + � � �+ 1

n!
ntn�1An + � � �

= 0 + A+
1

1!
tA2 +

1

2!
t2A3 + � � �+ 1

(n� 1)!
tn�1An + � � �

= A(I + At+
1

2!
t2A2 +

1

3!
t3A3 + � � �+ 1

n!
tnAn + � � � )

= AeAt:

On peut aussi voir que

d

dt
eAt =

d

dt
(
1X
j=0

tjAj

j!
) =

1X
j=1

jtj�1Aj

j!
=

1X
j=1

tj�1Aj

(j � 1)!
= A

1X
j=1

tj�1Aj�1

(j � 1)!
= A

1X
j=0

tjAj

(j)!
= AeAt:

Exercice 4. Soient A;B; P 2 Cn�n telles que P est inversible et A = P�1BP . Montrer
que eA = P�1eBP .

Solution. Par d�e�nition,

eA =
1X
k=0

1

k!
Ak:

Or, comme PP�1 = I, on a

Ak = (P�1BP )k = P�1BPP�1BP � � �P�1BP| {z }
k fois

= P�1BkP;

donc

eA =
1X
k=0

1

k!
P�1BkP = P�1

 1X
k=0

1

k!
Bk

!
P = P�1eBP

o�u on peut �echanger l'ordre de la multiplication et de l'addition car la somme
converge.
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Exercice 5. Montrer que eA+B = eAeB si A;B 2 Cn�n commutent. En d�eduire que e�

est une application de Cn�n vers GLn(C).
Trouver deux matrices A;B 2 Cn�n telles que eA+B 6= eAeB.

Solution.

eA+B =
1X
n=0

(A+B)n

n!
=

1X
n=0

1

n!

nX
k=0

 
n

k

!
AkBn�k =

1X
k=0

1X
n=k

1

k!(n� k)!
AkBn�k =

=
1X
k=0

1X
m=0

1

k!m!
AkBm =

1X
k=0

1

k!
Ak

1X
m=0

1

m!
Bm = eAeB:

Pour C 2 Cn�n, on v�eri�e facilement que l'inverse de eC est donn�e par la matrice
e�C.

Pour r�epondre �a la derni�ere question de l'�enonc�e on prend

A =

 
0 1
0 0

!
et

 
0 0
1 0

!

et on calcule

eAeB =

 
2 1
1 1

!

ainsi que

eA+B =

 
cosh 1 sinh 1
sinh 1 cosh 1

!
:

Exercice 6. Trouver la solution du syst�eme x0 = Ax o�u

A =

 
2 1
0 2

!
et x(0) =

 
1
2

!
:

Solution. La solution du syst�eme est

etAx(0)

Alors, il faut trouver etA. Soit N =

 
0 1
0 0

!
. On peut �ecrire

A = 2I2 +N

Comme les deux matrices 2I2 et N commutent, on peut utiliser eA = e2I2eN . Main-
tenant, on voit que N2 = 0 alors etN = I + tN et on trouve que

etA =

 
e2t 0
0 e2t

! 
1 t

0 1

!
=

 
e2t te2t

0 e2t

!

et la solution est donn�ee par 
e2t te2t

0 e2t

! 
1
2

!
=

 
e2t + 2te2t

2e2t

!
:
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Exercice 7. Consid�erons l'�equation di��erentielle de second ordre o�u � > 0 et u 2 C2(R).8<
:u

00 + �u = 0;

u(0) = � et u0(0) = �:
(2)

1. Reformuler le probl�eme en une �equation en dimension 2 de la forme x0 = Ax avec

x(0) =

 
�

�

!
.

2. Calculer eAt et en d�eduire la solution u du probl�eme initial (2).

Formules : cos(x) =
P
k�0

(�1)k
(2k)!

x2k et sin(x) =
P
k�0

(�1)k
(2k+1)!

x2k+1

Solution. 1. On pose x(t) :=

 
u(t)
u0(t)

!
. Alors, clairement, x(0) =

 
�

�

!
. De surcrô�t,

x0(t) =

 
u0(t)
u00(t)

!
=

 
0 1
�� 0

!
x(t) = Ax(t), o�u on d�e�nit A :=

 
0 1
�� 0

!
.

2. On sait d'apr�es le cours que l'unique solution du syst�eme est x(t) = etAx(0).

Il s'agit donc de calculer etA =
P

k�0
tk

k!
Ak, et donc les puissances de la matrice

A.

Remarquons d'abord que A2 = ��I. Par suite, on a

A2k = (��)kI; A2k+1 = (��)kA:
Ceci nous pousse �a scinder la somme en indices pairs et impairs. Les indices
pairs donnent

X
k�0

t2k

(2k)!
A2k =

X
k�0

(�1)k (
p
�t)2k

(2k)!
I = cos(

p
�t)I:

Parall�element, les indices impairs donnent

X
k�0

t2k+1

(2k + 1)!
A2k+1 =

X
k�0

(�1)k (
p
�t)2k+1

(2k + 1)!

1p
�
A =

1p
�
sin

p
�tA:

Par cons�equent, on a

etA = cos(
p
�t)I +

1p
�
sin

p
�tA =

 
cos(

p
�t) 1p

�
sin(

p
�t)

�p� sinp�t cos(
p
�t)

!
:

Finalement, les relations x(t) = etAx(0) et u = x1 concluent :

u(t) = � cos(
p
�t) +

�p
�
sin(

p
�t):

On contrôlera que u v�eri�e bien l'�equation di��erentielle ainsi que les condi-
tions initiales.
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Exercice 8. Soit A 2 Cn�n, et J sa forme normale de Jordan.
Montrer que les valeurs propres de eJ sont de la forme e�, o�u � est une valeur propre

de J . Montrer que les multiplicit�es alg�ebriques de e� et � sont �egales et en d�eduire que

det(eA) = eTr(A):

En d�eduire que l'application e� de Rn�n vers GLn(R) n'est pas surjective. Est-elle
injective?

Solution. Les polynômes caract�eristiques de A et de J sont identiques, donc le
nombre d'apparitions d'une valeur propre � sur la diagonale de J est �egal �a sa
multiplicit�e alg�ebrique. Pour chaque bloc de Jordan B associ�e �a une valeur propre
�, la matrice Bk est triangulaire sup�erieure avec �k sur sa diagonale. Par suite,
l'exponentielle eB est triangulaire sup�erieure avec e� sur sa diagonale.

J est bloc-diagonale et son exponentielle est �egalement bloc-diagonale avec
pour blocs les exponentielles des blocs de J. Par cons�equent, eJ est triangulaire
sup�erieure avec e� sur sa diagonale.

Notons que le nombre de e� dans la diagonale de eJ est �egal au nombre de
� dans la diagonale de J. C'est pourquoi la multiplicit�e alg�ebrique de e� comme
valeur propre de eJ est �egale �a cette de � comme valeur propre de J.

La conclusion d�ecoule du fait que le d�eterminant est le produit des valeurs
propres et la trace est la somme des valeurs propres:

det(eA) = det(eJ) =
Y
�

e� = e
P

�
� = eTr(A):

Comme la fonction r�eelle f : R! R : x 7! ex est strictement positive pour tout
x 2 R on d�eduit du r�esultat pr�ec�edent que det(eA) > 0 lorsque A 2 Rn�n, ce qui
montre que e� n'est pas surjective.

Pour la matrice  
0 �2�
2� 0

!

on obtient eB = I et comme on a aussi e0 = I on conclut que l'application e� n'est
pas injective.

Exercice 9. Soit A;B 2 Rn�n telles que A = �AT et tr(B) = 0.
Montrer que la matrice eA est orthogonale et que la matrice eB appartient �a SLn(R).

Solution. On calcule
eA(eA)T = eAeA

T

= eA+A
T

= I

o�u on a utilis�e la commutativit�e des matrices A et AT . Le calcul montre que eA

est une matrice orthogonale.
Par l'exercice pr�ec�edent on sait que det(eB) = eTr(B) = e0 = 1 et on conclut que

eB appartient �a SLn(R).
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Exercice 10. Soient a et b deux nombres r�eels tels que 0 < a < b. Trouver etA pour la
matrice

A =

 
a b

�b a

!
:

Utiliser ceci pour trouver la solution du syst�eme x0 = Bx o�u

B =

 
2 5
�5 2

!
et x(0) =

 
2
�1
!
:

Solution. Le polynôme caract�eristique de A est

det(A� �I) = (�� a)2 + b2 = (�� a� ib)(�� a+ ib);

ainsi les valeurs propres de A sont �1 = a � ib et �2 = a + ib, et v1 =

 
1
�i
!

et v2 =

 
1
i

!
sont les vecteurs propres correspondants. Donc P�1AP = D, o�u

P =
�
v1 v2

�
et D =

 
a� bi 0
0 a+ bi

!
, et on a

etA = PetDP�1 =

 
1 1
�i i

! 
e(a�ib)t 0

0 e(a+ib)t

! 
1
2

i
2

1
2
� i

2

!

=

 
1
2
eat(e�ibt + eibt) i

2
eat(e�ibt � eibt)

i
2
eat(�e�ibt + eibt) 1

2
eat(e�ibt + eibt)

!

=

 
eat cos(bt) eat sin(bt)
�eat sin(bt) eat cos(bt)

!
:

Maintenant, B =

 
2 5
�5 2

!
, alors par la partie pr�ec�edente, on a que

etB =

 
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
�e2t sin(5t) e2t cos(5t)

!
:

Ainsi la solution au syst�eme d'�equations est 
x1
x2

!
=

 
e2t(cos(5t) + sin(5t))
e2t(� sin(5t) + cos(5t))

! 
x1(0)
x2(0)

!
:

Pour les conditions initiales x1(0) = 2 et x2(0) = �1, on obtient

x1(t) = e2t(2 cos(5t)� sin(5t))

x2(t) = e2t(� cos(5t)� 2 sin(5t)):

Exercice 11. On consid�ere un syst�eme di��erentiel x0 = Ax et on suppose que A est une
matrice nilpotente, si bien que Am = 0 pour un certain entier m > 0. Montrer que,

dans une solution x(t) =
�
x1(t) � � � xn(t)

�T
chaque fonction xi(t) est un polynôme

en t et qu'il est de degr�e au plus m� 1.
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Solution. On propose deux m�ethodes. La premi�ere consiste �a d�eriverm fois. Comme
_x(t) = Ax, on a �x(t) = A _x(t) = AAx(t) = A2x(t). Par r�ecurrence, la d�eriv�ee k-�eme,
not�ee x(k)(t), satisfait x(k)(t) = Akx(t). Par cons�equent, x(m)(t) = Amx(t) = 0, et

donc x
(m)
i (t) = 0, pour 1 � i � n. Cela force xi(t) �a être un polynôme de degr�e au

plus m� 1.
L'autre m�ethode consiste �a utiliser la r�esolution �a l'aide de l'exponentielle.

Comme Am = 0, on trouve

exp(tA) =
1X
k=0

1

k!
(tA)k = I2 + tA+

1

2
t2A2 + : : :+

1

(m� 1)!
tm�1Am�1 :

Donc, si c =

0
BB@

c1
...
cn

1
CCA sont des constantes, la solution est

x(t) = exp(tA) � c = c+ tAc+
1

2
t2A2c+ : : :+

1

(m� 1)!
tm�1Am�1c :

Cela implique clairement que chaque xi(t) est un polynôme en t de degr�e au
plus m� 1.

Exercice 12. (*) Soit A 2 Cn�n inversible. Montrer que A est diagonalisable si et seule-
ment si Am est diagonalisable pour un certain m 2 N�.

Donner un contre-exemple lorsque A n'est pas inversible.

Solution.
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