
Solutions Examen Algèbre Linéaire Avancée 2,

2022

Attention : Les solutions présentées sont très détaillées, les commentaires en
petits caractères ne sont pas nécessaires dans vos solutions et servent à faciliter
la compréhension si certaines étapes du raisonnement ne sont pas claires

Question 22

a) � On veut montrer que les matrices A et B sont semblables sur R
� Il existe une matrice P 2 Cn�n inversible tel que

A = PBP�1 () AP = PB (1)

Car A et B sont semblables sur C

� On écrit P = P1 + iP2 avec P1; P2 2 Rn�n

Cela est possible car chaque élément de la matrice s'écrit comme (P )ij = pij + i~pij avec

pij ; ~pij 2 R et on peut donc rassembler les pij dans la matrice P1 et les ~pij dans la

matrice P2

� L'équation (1) donne les deux équations AP1 = P1B et AP2 = P2B

(2 points pour ces relations)
� On considère la fonction f(x) := det(P1 + xP2), comme f est dé�nie

par un déterminant on sait du cours Algèbre Linéaire Avancée 1 que
f est un polynôme réel de degré au plus n
On peut voir f aussi comme un polynôme complexe et comme P est une matrice inversible

on sait que f(i) 6= 0

� f n'est pas le polynôme identiquement nul sur C et par conséquent
f n'est pas le polynôme identiquement nul sur R (2 points pour re-
marquer que f est un polynôme non identiquement nul)

� Il existe un élément y 2 R tel que f(y) 6= 0 car f possède au plus n
racines réelles distinctes
R possède une in�nité d'éléments

� Posons Q := P1 + yP2 2 Rn�n, alors Q est inversible et on obtient

AQ = AP1 + yAP2 = P1B + yP2B = QB

(2 points pour montrer l'existence de y et terminer l'argument)

b) On montre les deux direction du si et seulement si
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=) � Quand deux matrices réelles A et B sont semblables sur R alors
A est semblable à sa forme normale de Jordan mais aussi à la
forme normale de Jordan de la matrice B
Car �être semblable�est une relation d'équivalence, on utilise la transitivité

� A est semblable à deux formes normales de Jordan
� Par l'unicité on obtient que A et B admettent la même forme

normale de Jordan (2 points pour cette direction de l'équivalence)
(= � Quand A et B admettent la même forme normale de Jordan alors

les deux matrices sont semblable sur C
On utilise la transitivité

� Le point a) donne que A et B sont aussi semblable sur R (2 points
pour cette direction de l'équivalence)

dans la correction on enlève un point dans la direction (= de b) si
l'étudiant a�rme que la matrice de la forme normale de Jordan et les
matrices de changement de base sont forcément réelles

Question 23

a) � On veut montrer que E est un espace vectoriel sur F en véri�ant
l'associativité, la distributivité et la neutralité de 1E = 1F

� Prenons des éléments x; y 2 F et z;w 2 E

Associativité :

x � (y � z) = x � (yz) = x(yz) = (xy)z = (xy) � z

Où on a utilisé l'associativité de la multiplication sur E

Distributivité :

x � (z + w) = x(z + w) = xz + xw = x � z + x � w

et
(x+ y) � z = (x+ y)z = xz + yz = x � z + y � z

Où on a utilisé la distributivité sur E

Neutralité :
1E � z = 1F z = z

1 point par propriété, attention pour la distributivité il faut véri�er les
deux égalités

b) � E est un espace vectoriel de dimension �nie sur F
� Prenons e 2 Enf0g, on veut montrer qu'il existe un polynôme f(x) 2

F [x] tel que f(x) 6= 0 et f(e) = 0
� Soit n la dimension de E sur F , alors 1; e; e2; : : : ; en+1 sont n + 1

éléments de E
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� Il existe une combinaison linéaire non-triviale de ces éléments avec
des coe�cients dans F qui est égal à zéro

nX
i=0

fie
i = 0

avec fi 2 F 8i 2 f0; 1; : : : ; ng
� Le polynôme à dé�nir est f(x) =

Pn
i=0 fix

i

3 points, il s'agit d'une question di�cile où on donne dans pour la plupart
des solutions soit 0 points soit 3

c) � On suppose l'existence de deux polynômes g(x); h(x) 2 F [x] qui sa-
tisfont les conditions

� Considérons le polynôme g� h qui est de degré strictement inférieur
au degré de g et de h et qui s'annule en e (1 point pour l'idée de
considérer la di�érence)

� Par la minimalité des polynômes g et h on obtient que g�h doit être
le polynôme identiquement nul et on a donc g = h (1 point pour la
conclusion à l'aide de la minimalité)

d) � On suppose que pe(x) 2 F [x] est un polynôme réductible
� Ainsi pe = g � h avec g(x); h(x) 2 F [x] des polynômes non-constantes

(1 point pour appliquer la dé�nition d'irréductible/réductible)
� g(e) = 0 ou h(e) = 0

Car un corps est intègre

� Comme deg(g);deg(h) < deg(pe) on a une contradiction avec la mi-
nimalité de pe (1 point pour la conclusion à l'aide de la minimalité)
On a donc montré que pe est irréductible sur F

Attention le choix f(x) = x � e n'est pas correcte pour la question b)
car il ne s'agit pas d'un polynôme avec coe�cients dans F

Question 24

� On veut montrer qu'il existe une matrice unimodulaire U telle que
G = UUT

� Idée : appliquer des opérations unimodulaires sur les lignes et les
colonnes de G pour arriver à la matrice identité (1 point pour cette
idée)

� Pour U 2 Zn�n unimodulaire, la matrice UTGU reste symétrique,
unimodulaire et dé�nie positive (1 point pour remarquer ces proprié-
tés)

� Comme la matrice G est dé�nie positive on a que a; c � 0 (1 point
pour cette implication)
À une permutation des deux lignes près on peut supposer qu'on est dans le cas a � c
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� Quand jbj < a on a

1 = det(G) = ac� b2 � (jbj+ 1)2 � b2 = 2jbj+ 1

Ceci implique b = 0 et a = c = 1, c'est-à-dire G = I (2 points pour
le cas jbj < a)

� Le cas jbj � a

Il existe � 2 Z tel que b = �a+ b0 avec jb0j < a

Division euclidienne dans l'anneau euclidien Z de b par a

Pour U =

 
1 ��
0 1

!
on calcule

UTGU =

 
1 0
�� 1

! 
a b

b c

! 
1 ��
0 1

!
=

 
a b� �a

b� �a c� 2�b+ �2a

!

Notons cette dernière matrice

 
a b0

b0 c0

!
On est dans le cas jb0j < a mais on ne peut pas conclure immédiatement car le coe�cient

c0 a changé

On sait que jb0j < jbj et on peut donc une nouvelle fois permuter a
et c0 pour avoir a � c0

En répétant ce processus on obtient une suite strictement décrois-
sante de nombres entiers positifs jbj > jb0j > jb00j > : : : qui se termine
Par la méthode de descente in�nie (4 points pour le cas jbj � a)

� La condition jbj < a doit être vrai après au plus jbj étapes et on obtient la
matrice identité à cette étape

� Avec toutes les matrices unimodulaire U1; : : : ; UN utilisées pour arri-
ver à cette étape on obtient

UT
N � � �U

T
1 GU1 � � �UN = (U1 � � �UN )T G (U1 � � �UN ) = I

en plus on a donné 1 point pour mentionner ou appliquer clairement le fait
que le produit de matrices unimodulaires reste unimodulaire
on enlève des points si

� l'étudiant suppose b > 0
� l'étudiant termine le processus avec b = 0 sans explication supplé-

mentaire
� l'étudiant fait des erreurs de calcul notamment au niveau des matrices
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