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Algebre linéaire avancée I
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Série 12

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Soit A € C™*". Posons le polynéme minimal de A le polynéme de
degré minimal de C|z] \ {0} unitaire et qui annule A.

1. Montrer qu’il existe et qu’il est bien unique.

2. Montrer qu’il divise tout polyndéme annulant A et donc, en particulier, le polynéme
caractéristique de A.

Exercice 2. Soit T : C*? — C!? un endormorphisme admettant pour polynémes car-
actéristique et minimal

pr(z) = (z — 6)*(z + 3)°z?, mr(z) = (z — 6)*(z + 3)°z.

Montrer qu'’il n’existe que 6 tels endormorphismes a conjugaison par isomorphisme pres
(¢po fo¢ ! sont considérés comme la méme application pour ¢ un automorphisme de

C12).

Exercice 3. Calculer les polyndémes caractéristique et minimal de la matrice suivante
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dont les valeurs propres sont 1,2, —3. En déduire sa forme normale de Jordan.



Exercice 4. Soit A € C™*™ un bloc de Jordan avec A sur la diagonale. Soit z € R™ un
vecteur. Montrer que
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Exercice 5. Soit @ : R® — R une application telle que Q(z) = 922 + 722 + 1122 — 87125 +
81(11{1,'3.

a) Trouver une matrice symétrique A € R**® telle que Q(z) = zT Az pour tout
z € R

b) Soit B la base canonique. Trouver une base B’ = {v;,vs,vs}, telle que Q(z) =
[z]5,D[z]5 ot D est une matrice diagonale.

Exercice 6. Soit A € C°*® dont le polyndme caractéristique est pa(z) = —(z—1)%*(z—3)%.
Les dimensions de I'image de (A — AI) sont 3 pour A = 1 et 4 pour A = 3. La forme
normale de Jordan de la matrice A est
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Exercice 7. Soit A € C®*® une matrice avec polynéme caractéristique
pa(z) = (z — 1)°(z + 1)*(z — 2)

et polyndéme minimal
ma(z) = (z — 1)*(z + 1)(z — 2).

Soit J la forme normale de Jordan de la matrice A. Alors

[] Jaau plus 4 blocs de Jordan pour la valeur propre 1.
[] Jaau plus 6 blocs de Jordan.

[ ] 7 a un seul bloc de Jordan pour la valeur propre -1.
[ ] Aucune des autres réponses n’est correcte.



Exercice 8. Soit A € R™*™ telle que A% = A. Alors on a que

tA 2+t 2 oo 2 a2
g et =1, +Azzo(%ﬁ),+Azz G A2,
et =I,+AX2 1(2§1++11)' +A =1 T
L e =1+ AR, & + 42 o £ 2
[ ] Aucune des autres réponses n’est correcte.

1=1 (24)!

Exercice 9. Cet exercice propose un exemple du théoréme 7.9. du polycopié.
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur C et N : V — V une application
nilpotente. Soient v, vs, vz € V et supposons que l’ensemble

2 2 3
Uy, N'U]_, N U1, Vo, N'U21 V3, N'U?n N V3, N VU3
engendre ’espace V' (les durées de vie des vecteurs vy, v, vz sont m; = 3, my = 2 et
ms = 4)
On a une combinasion linéaire non-triviale

3, + 2Nvy + N2vy 4+ vy + 2Nvy + pvs + Nvs + 2N2v; + 8N3v; = 0.

Quelle est la valeur de u? Par quel vecteur pourrions-nous remplacer v; selon l'algorithme
de la preuve du théoréme 7.9.7

Exercice 10. Trouver toutes les solutions entiéres de

.. (51 3 3 1
Aa:_bl,ouA_<4 10 2>,m€Z etb1_<2> (1)
et de
(8 -7 -10 , (4
B:z:—b2,ouB_<_6 15 12>,$6Z etb2—<6>. (2)

Exercice 11. (*) En utilisant la forme normale de Jordan montrer que toute matrice
A € C™™ est semblable a sa transposée AT.



