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Série 13 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit A 2 Zm�n une matrice de rang ligne plein et n > m. Montrer qu'il
existe b1; : : : ; bk 2 Zn lin�eairements ind�ependants sur R tels que

kerZ(A) =

(
kX

i=1

xibi j xi 2 Z
)
:

Le noyau kerZ est d�e�ni par fx 2 Zn j Ax = 0g.

Solution. Soit U 2 Zn�n unimodulaire telle que AU = [H j 0] est en forme normale
d'Hermite.

Ax = 0 , AU (U�1x)| {z }
=:z

= 0

, [Hj0]z = 0

, 8 i 2 f1; : : : ;mg : zi = 0:

Donc, comme x = Uz on observe que ker(A) = spanfum+1; : : : ; ung o�u ui est la
i-�eme colonne de U .

Exercice 2. Soit A 2 Zm�n et d 2 Z un nombre entier qui divise chaque composante de
A. Montrer que si U 2 Zm�m et V 2 Zn�n sont des matrices unimodulaires, alors d
divise chaque composante de UAV .

Solution. Si d divise toutes les composantes de A, alors le gcd de chaque ligne (resp.
colonne) est un multiple de d. Comme les op�erations unimodulaires ne change
pas le gcd d'une ligne (resp. colonne), d va diviser le gcd de toutes les lignes
(resp. colonnes) de UAV et donc chaque composante de UAV .

Exercice 3. Calculer la forme normale de Smith pour

A =

0
BBB@
3 12 9 0 �3
4 1 0 1 1
7 3 21 0 8
7 6 4 5 2

1
CCCA ; B =

0
BBB@
3 12 9 0 �3
4 1 0 1 1
5 �5 15 0 10
7 6 4 5 2

1
CCCA :
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Solution. La forme normale d'Hermite de
A est donn�ee par :

A1 =

0
BBB@
3 0 0 0 0
0 1 0 0 0
2 0 5 0 0
0 0 0 1 0

1
CCCA :

On �echange les lignes 1 et 3 de A1. La
forme normale d'Hermite de cette nou-
velle matrice est donn�ee par :

A2 =

0
BBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
9 0 15 0 0
0 0 0 1 0

1
CCCA

On soustrait 9-fois la ligne 1 de A2 �a la
ligne 3 de A2. On obtient :

A3 =

0
BBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 15 0 0
0 0 0 1 0

1
CCCA :

On �echange les lignes 3 et 4 et les
colonnes 3 et 4 de A3. On obtient alors
la forme normale de Smith :

A4 =

0
BBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 15 0

1
CCCA :

La forme normale d'Hermite de B

est donn�ee par :

B1 =

0
BBB@
3 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 5 0 0
0 0 0 1 0

1
CCCA :

On ajoute la 3-i�eme ligne de B1 �a la
premi�ere ligne de B1. La forme normale
d'Hermite de cette nouvelle matrice est
donn�ee par :

B2 =

0
BBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
10 0 15 0 0
0 0 0 1 0

1
CCCA :

On soustrait 10-fois la ligne 1 de B2 �a
la ligne 3 de B2. On obtient :

B3 =

0
BBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 15 0 0
0 0 0 1 0

1
CCCA :

On �echange les lignes 3 et 4 et les
colonnes 3 et 4 de B3. On obtient alors
la forme normale de Smith :

B4 =

0
BBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 15 0

1
CCCA :

Exercice 4. Soit A 2 Zm�n et rang(A) = m. L'ensemble �(A) := fAx j x 2 Zng est un
r�eseau entier g�en�er�e par A. Parmi les matrices suivantes, lesquelles g�en�erent le même
r�eseau?

A1 =

0
BBB@

4 2 2 0
�4 �1 0 1
0 2 1 2
5 0 �3 �2

1
CCCA ; A2 =

0
BBB@
3 0 �6 0
1 �1 1 �1
0 1 0 �1
0 �3 2 1

1
CCCA ; A3 =

0
BBB@

2 2 6 0
0 0 �3 1
4 1 3 2
�2 �3 0 �2

1
CCCA :
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Solution. Pour quelques matrices unimodulaires U1; U2; U3, on a

A1U1 =

0
BBB@
2 0 0 0
0 1 0 0
1 2 3 0
0 0 0 1

1
CCCA = A3U3; A2U2 =

0
BBB@
3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 2

1
CCCA :

Comme la forme normale d'Hermite est unique et une matrice unimodulaire est
un automorphisme sur Zn on observe que les matrices A1 et A2 g�en�erent le même
r�eseau, mais A3 g�en�ere un autre r�eseau.

Exercice 5. Soit U 2 Zn�n une matrice unimodulaire.

i) Montrer que U�1 est aussi unimodulaire.

ii) Montrer que Zn = fUz j z 2 Zng, c'est-�a-dire que U est un automorphisme de
Zn.

Solution.

i) On sait que U�1 = ad(U)
det(U)

o�u ad(U) est la matrice adjointe de U . On se

rappelle que (ad(U))ij = (�1)i+j det(Uji) o�u Uji 2 Z(n�1)�(n�1) est la matrice
qu'on obtient de U en supprimant la j-�eme ligne et i-�eme colonne. Comme
det(U) 2 f�1g on observe que U�1 2 Zn�n. De plus, det(U) det(U�1) = 1
implique que det(U�1) 2 f�1g.

ii) Comme U 2 Zn on voit que Uz 2 Zn si z 2 Zn et on peut d�e�nir
l'endomorphisme g : Zn ! Zn : z 7! Uz. Comme U est de rang plein,
g est injective. Par la partie i), pour z 2 Zn, on a aussi U�1z 2 Zn, et
ainsi g(U�1z) = z. Donc g est aussi surjective.

Exercice 6. Soit U 2 Zn�n une matrice unimodulaire. Montrer qu'il existe un m 2 N�0

et des matrices Ei pour i 2 f1; : : : ;mg tels que

i) chaque Ei repr�esente une op�eration �el�ementaire unimodulaire (cf. d�e�nition
8.4.),

ii) on a U = E1 � E2 � � �Em.

Solution. Par le Corollaire 8.7. du cours, il existe des matrices E1; � � �Em telles
que U � E1E2 � � �Em = L, o�u L est triangulaire inf�erieure. On montre que quitte �a
multiplier L �a droite par d'autres op�erations �el�ementaires unimodulaires, on peut
supposer L = In. En e�et, comme det(U) 2 f�1g, on a Li;i 2 f�1g pour tout i.
Quitte �a multiplier certaines colonnes par �1, on peut supposer que Li;i = 1. En
additionnant �L2;1 fois la 2-�eme colonne de L �a la 1-�ere colonne de L, on peut
supposer L2;1 = 0. En additionnant, �L3;1 fois la 3-�eme colonne de L �a la 1-�ere

3



colonne de L, on peut supposer L3;1 = 0. En continuant ainsi pour les colonnes
j = 4; 5; :::; n, on peut supposer L = In.

On remplace U par U 0 := U�1. En appliquant le r�esultat ci-dessus �a U 0, on
obtient

U 0 � E1E2 � � �Em = In

) UU 0 � E1E2 � � �Em = U

) E1E2 � � �Em = U:

Exercice 7. Montrer que le syst�eme Ax = 0 a une solution 0 6= z? 2 Zn pour chaque
matrice A 2 Zm�n avec m < n.

Solution. Par le th�eor�eme 7.8. du cours, on sait qu'il existe une matrice U uni-
modulaire tel que AU = [H j 0] est la forme normale d'Hermite. Comme m < n,
il y a au moins une colonne dans la partie 0 �a droite. Alors, AUen = 0, o�u
en = (0; : : : ; 0; 1)⊺ 2 Zn. Soit un la derni�ere colonne (i.e. la n-i�eme colonne) de U .
Comme U 2 Zn�n, on a un 2 Zn et comme U est inversible, on a un 6= 0. De plus,
0 = AUen = Aun.

Exercice 8. Montrer que d dans le lemme 8.6. est le gcd de la premi�ere ligne de A. En
d'autres mots, montrer le lemme suivant:

Soit A 2 Zm�n une matrice de plein rang ligne, alors il existe une matrice uni-
modulaire U 2 Zn�n, tel que la premi�ere ligne de AU est de la forme (d; 0; : : : ; 0) o�u
d = gcd(a1;1; a1;2; : : : ; a1;n).

Solution. Nous allons montrer que gcd(a1;1; : : : ; a1;n) est invariant sous op�erations
�el�ementaires unimodulaires. L'�echange de deux colonnes ne change pas le gcd.
Ajouter � 2 Z fois une colonne j �a une autre colonne k pour j 6= k, change ak en
a0k = ak + �aj. On a

gcd(a1;1; a1;2; : : : ; a1;n) = gcd(gcd(ak; aj); a1;1; a1;2; : : : ; a1;n)

= gcd(gcd(ak + �aj; aj); a1;1; a1;2; : : : ; a1;n)

= gcd(a1;1; a1;2; : : : ; a
0
k; : : : ; a1;n):

Ainsi les op�erations �el�ementaires unimodulaires ne changent pas le gcd d'une
ligne. Comme gcd(d; 0; : : : ; 0) = d, on conclut.

Exercice 9. (*) Soit G =

 
a b

b c

!
2 Z2�2 une matrice sym�etrique, unimodulaire et d�e�nie

positive. Montrer qu'il existe une matrice unimodulaire U telle que G = U⊺U .

Solution.
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