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Algèbre linéaire avancée II
printemps 2024

Série 14 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Soit B 2 Zn�n telle que B = (b1; : : : ; bn) et det(B) 6= 0. Posons � =
Q

n

i=1
kbik

det(B)
.

Soit x 2 Zn n f0g tel que v = Bx est un vecteur le plus court de Im Z(B) = B � Zn.
Montrer alors que kxk1 � �.

Indice : la r�egle de Cramer stipule que la solution du syst�eme Bx = v v�eri�e
xi =

det(Bi)
det(B)

, o�u Bi est la matrice carr�ee form�ee en rempla�cant la i-i�eme colonne de B
par v.

Solution. L'in�egalit�e de Hadamard permet de conclure : jxij � 1
det(B)

kvkQj 6=i kbjk.
Comme v est suppos�e court, on a forc�ement kvk � kBeik = kbik, et le r�esultat
suit.

Exercice 2. Soit V = F3
3 muni de la forme bilin�eaire standard. SoitW = spanf(1; 1; 1)Tg.

i) Montrer que W �W?.

ii) Montrer qu'il existe 0 6= u 2 V n (W +W?).

Cela montre que pour une forme bilin�eaire non-d�eg�en�er�ee, on a pas n�ecessairement
W �W? = V .

Solution. i) W = f(0; 0; 0)T ; (1; 1; 1)T ; (2; 2; 2)Tg.
*0B@aa

a

1
CA ;

0
B@bb
b

1
CA
+
= 3ab � 0 mod 3;

alors hw;w0i = 0 pour tout w;w0 2W , W �W?.

ii) Observons que

W? =
n
v 2 F3

3 j v1 + v2 + v3 � 0 mod 3
o
;

car h(a; a; a)T ; (v1; v2; v3)T i = a(v1 + v2 + v3) et donc v1 + v2 + v3 � 0 mod 3
pour a 6= 0. Ainsi (1; 1; 0)T =2W? =W +W? d'apr�es la partie i).

1



Exercice 3. Consid�erons la suite de Fibonacci fFngn�0 d�e�nie r�ecursivement par

8>><
>>:
F0 = 0;

F1 = 1;

Fn+1 = Fn + Fn�1 (n � 2):

Soit Xn :=

 
Fn
Fn+1

!
pour n � 0.

1. Trouver la matrice A 2 R2 telle que Xn+1 = AXn.

2. Diagonaliser A = PDP�1 en explicitant P et D.

3. En d�eduire de la relation Xn = AnX0 une expression fonctionnelle pour Fn en
fonction de n.

Solution. 1. On trouve A =

 
0 1
1 1

!
.

2. Pour diagonaliser A on calcule le polynôme caract�eristique pA.

pA(�) = (�1)2�2 + (�1)1Tr(A)�+ det(A) = �2 � �� 1:

Ses racines sont �� = 1�p5
2

, le nombre d'or et son conjugu�e. Des vecteurs

propres associ�es sont par exemple v� =

 
1
��

!
.

On a alors P =
�
v+ v�

�
et D =

 
�+ 0
0 ��

!
qui v�eri�ent A = PDP�1.

3. Par cons�equent, Xn = AnX0 = PDnP�1
 
0
1

!
. On ne s'int�eresse donc qu'�a la

premi�ere coordonn�ee de la deuxi�eme colonne de PDnP�1. Ceci donne

Fn =
�n+ � �n�p

5
:

Exercice 4. Soient m points (xi; yi), i = 1; : : : ;m dans R2. Cherchons le meilleur
polynôme de degr�e d approximant ces points (d < m).

f� = arg min
deg(f)�d

mX
i=1

jf(xi)� yij2:

1. Rappeler la forme de la matrice de Vandermonde V 2 Rm�(d+1) associ�ee aux
valeurs x1; : : : ; xm.

2. R�e�ecrire le probl�eme en un probl�eme des moindres carr�es du type

x� = arg min
x2Rd+1

kV x� yk22 :
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3. Trouver la meilleur droite approximant les points (0; 0); (1;�1); (2; 3), et (�1; 1).

Solution. 1. Posons V =

0
BB@
1 x1 : : : xd1
...

...
...

1 xm : : : xdm

1
CCA.

2. Si f(x) = �0 + � � �+ �dx
d, on ait

f(xi) =
�
1 xi : : : xdi

�
0
BBBB@
�0

�1
...
�d

1
CCCCA ;

pour chaque i = 1; : : : ;m.

Par suite, nous avous pos�e V de telle sorte que le vecteur V ��y admet pour
coordonn�ees f(xi)� yi; i = 1; : : : ;m, et

mX
i=1

jf(xi)� yij2 = kV �� yk22 :

R�esoudre le probl�eme initial pour f revient donc �a r�esoudre le probl�eme des
moindres carr�es ci-dessus pour les coe�cients � 2 Rd+1 de f .

3. Dans ce cas, la matrice V et le vecteur y prennent la forme

V =

0
BBB@
1 0
1 1
1 2
1 �1

1
CCCA ; y =

0
BBB@

0
�1
3
1

1
CCCA :

On r�esoud le syst�eme par exemple en r�esolvant V TV � = V Ty, qui est �equivalent
�a  

4 2
2 6

!
� =

 
3
4

!
:

Finalement, on obtient � = 1
2

 
1
1

!
, et donc f(x) = 1

2
x+ 1

2
.

Exercice 5. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que la d�ecomposition du th�eor�eme
spectral A = PDP �, o�u P est unitaire, implique que

A =
X
�

�P�;

o�u P� est la projection sur l'espace propre E� et la somme est prise sur toutes les valeurs
propres distinctes de A.

3



Solution. On se rappelle que les colonnes de P sont des vecteurs propres de A :
P =

�
p1 : : : pn

�
.

D�es lors, la d�ecomposition A = PDP � s'exprime de la fa�con suivante.

A = P =
�
p1 : : : pn

�0BB@
�1

. . .

�n

1
CCA
0
BB@
p�1
...
p�n

1
CCA =

nX
i=1

�ipip
�
i :

Posons d�esormais � une valeurs propre de A et p1; : : : ; pk les vecteurs propres
orthonormaux associ�es.

Ces vecteurs forment une base orthonormale de l'espace propre E�. Comme
vu en cours, la projection orthogonale d'un vecteur quelconque v sur E� est

P�(v) =
kX
i=1

hv; pii pi;

o�u hu; vi = uT �v est le produit hermitien usuel. Attention donc �a l'ordre de v
et pi dans l'expression ci-dessus, car le produit scalaire est hermitien, et non
sym�etrique ici.

Par suite, comme hv; pii = hpi; vi = p�iv, on obtient

P�(v) =

 
kX
i=1

pip
�
i

!
v;

ce qui permet de conclure que P� =
P

pi associ�e �a �

pip
�
i , et que A =

P
� distincts

�P�.

Exercice 6. Soit A 2 Cn�n. Le rayon spectral � est d�e�ni comme � = maxfj�j : � 2
C; � valeur propre de Ag. On consid�ere la suite Ak pour k 2 N. Montrer les assertions
suivantes :

1. Si � � 1, alors Ak ne converge pas vers la matrice 0.

2. Soit B = �I +N , o�u � 2 C et N 2 Cn�n est une matrice nilpotente. Si j�j < 1,
alors limk!1Bk = 0.

3. La suite Ak converge vers la matrice 0 si et seulement si � < 1.

Solution. 1. Supposons par contradiction que �(A) � 1 et Ak converge vers la
matrice 0. Soit � 2 C une valeur propre de A telle que j�j � 1 et x 2 Cn n f0g
un vecteur propre de norme 1 associ�e �a �.

La suite Akx 2 Cn converge vers 0 2 Cn. Mais kAkxk = k�kxk = j�jkkxk � 1,
ce qui est une contradiction.

2. On veut montrer que si j�j < 1 alors limk!1Bk = 0. Comme N est nilpotente
il existe m 2 N tel que Nm = 0, en plus comme �I est une matrice scalaire
elle commute avec la matrice N .
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On applique la formule du binôme de Newton, on suppose k > m et on
calcule

Bk = (�I +N)k

=
kX
i=0

 
k
i

!
�k�iI �N i

=
m�1X
i=0

 
k
i

!
�k�iI �N i +

kX
i=m

 
k
i

!
�k�iI �N i

| {z }
=0

=
m�1X
i=0

 
k
i

!
�k�iI �N i

Un r�esultat d'Analyse nous donne que

lim
k!1

 
k
i

!
�k�i = 0

pour i 2 f0; : : : ;m� 1g �x�e et j�j < 1.

On donc montr�e que Bn est �egal �a une somme �nie dont chaque terme
converge vers 0 quand k!1. On obtient limk!1Bk = 0.

3. ): Par contrapos�ee, si �(A) � 1 alors la suite An ne converge pas vers la
matrice 0 par le point i) de l'exercice.

(: Supposons �(A) < 1 et utilisons la forme normale de Jordan A = P�1JP .
On voit que An = P�1JnP et chaque bloc de la forme normale de Jordan
converge vers la matrice 0 par le point ii) de l'exercice. Ainsi la suite
An converge vers 0.

Exercice 7. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension �nie et G un groupe d'auto-
morphismes lin�eaires de V . Supposons que les seuls sous-espaces G-invariants sont V
et f0g.
Montrer qu'un endomorphisme non-nul f : V ! V qui commute avec tous les �el�ements
de G est inversible.
En d�eduire que f est de la forme � � id.
Solution. On montre que ker(f) est G-invariant. En e�et pour x 2 ker(f) et g 2 G
on a

f(g(x)) = g(f(x)) = g(0) = 0:

Ainsi ker(f) est G-invariant et comme ker(f) 6= V on observe que f et inversible.
Soit � 2 C une valeur propre de f alors on a que f � � � id commute avec tous

les �el�ements de G. Si f�� �id est non-nulle alors par la premi�ere partie on obtient
une contradiction. Ainsi f � � � id = 0 et on a gagn�e.
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Exercice 8. Trouver toutes les formes normales de Jordan possibles pour une matrice
A 2 C8�8 dont le polynôme minimal est mA(x) = x2(x� 1)3.

Solution. On observe imm�ediatement que les valeurs propres de la matrice A sont
0 et 1 et par des r�esultats du cours et des s�eries d'exercices on voit que le plus
grand bloc de Jordan associ�e �a la valeur propre 0 est de taille deux tandis que
le plus grand bloc associ�e �a 1 est de taille trois. Une forme normale de Jordan
possible de la matrice A contient donc au moins un bloc de Jordan de taille 2
associ�e �a 0 et un bloc de taille 3 associ�e �a 1. Sch�ematiquement cela donne

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
0

1 1
1 1

1
� �

� �
�

1
CCCCCCCCCCCCCA

et pour terminer l'exercice, il faudra compter le nombre de combinaisons de blocs
possibles dans la r�egion �etoil�ee.

Exercice 9. Soit V l'espace vectoriel des fonctions continues de R vers R. On consid�ere
le sous-espace vectoriel W engendr�e par f1(x) = sin(x), f2(x) = cos(x), f3(x) = sin(2x)
et f4(x) = cos(2x).
Soit � :W !W l'application lin�eaire donn�ee par d�erivation.

1. V�eri�er que les fonctions f1; f2; f3 et f4 sont lin�eairement ind�ependants.

2. D�eterminer la matrice de � dans la base ff1; f2; f3; f4g et en d�eduire la forme
normale de Jordan de �.

Solution. 1. V�eri�cation imm�ediate.

2. La matrice de � dans la base ff1; f2; f3; f4g est donn�ee par

0
BBB@
0 �1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 �2
0 0 2 0

1
CCCA

et ainsi la forme normale de Jordan de l'endomorphisme � est

J = diag(i;�i; 2i;�2i):

On remarque que � est diagonalisable.
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Exercice 10. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K munie d'une
forme bilin�eaire sym�etrique h�; �i. On consid�ere W un sous-espace de V .

1. Montrer qu'on a toujours W � (W?)?.

2. Donner un exemple d'espace vectoriel V munie d'une forme bilin�eaire sym�etrique
et d'un sous-espace W tel que W 6= (W?)?.

3. Montrer que h�; �i est non-d�eg�en�er�ee si et seulement si W = (W?)? pour tout
sous-espace W.

Solution. 1. Utiliser la d�e�nition de l'espace orthogonal.

2. On consid�ere V = R2 munie de la forme bilin�eaire nulle et W = span((1; 0)T ).
Ainsi on trouve (W?)? = R2.

3. On prouve les deux directions de l'�equivalence.

=) : Si on consid�ere le sous-espace W et on multiplie �a droite les vecteurs
(vus comme des vecteurs ligne) d'une base de W par la matrice A de la
forme bilin�eaire h�; �i dans une base quelconque on obtient des vecteurs
lignes qui, pris ensemble, forment une matrice dont le rang est �egal �a la
dimension de W (le rang de la matrice A est maximal, donc l'image de
la base de W est toujours une famille ind�ependante). D'un autre côt�e, le
noyau de cette matrice r�epresente l'espace orthogonal de W (pourquoi?).
Il a donc la dimension n�dim(W ). En r�ep�etant ceci pour l'espace W?,
on obtient que l'espace (W?)? a la dimension n�(n�dim(W )) = dim(W )
et par la premi�ere partie de l'exercice il est donc �egal �a W .

(= : Supposons par l'absurde que la forme bilin�eaire est d�eg�en�er�ee. Dans ce
cas, le rang de sa matrice A est non-maximal. En particulier, son noyau
n'est pas trivial. Prenons n'importe quel sous-espace W qui ne contient
pas tous les vecteurs de ker(A) (par exemple le span d'un vecteur qui
n'est pas dans le noyau si la matrice A est non-nulle ou n'importe quel
sous-espace strict W sinon). En observant que ker(A) � (W?)?, on
conclut que W 6= (W?)? et on a donc une contradiction.

Exercice 11. Soit (V; h�; �i) un espace euclidien de dimension n impaire et � : V ! V
une isom�etrie satisfaisant det(�) = 1 (voir Take-Home Exam 3 pour la d�e�nition d'une
isom�etrie).
Montrer qu'il existe v 2 V n f0g tel que �(v) = v.
En d�eduire que toute rotation en R3 poss�ede un axe de rotation (th�eor�eme d'Euler).

Solution. On veut montrer que � admet une valeur propre �egale �a 1. Soient
�1 : : : ; �n 2 C les valeurs propres de �. En utilisant que � est une isom�etrie on peut
montrer que j�ij = 1 pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Puisque le polynôme caract�eristique
p�(x) de l'isom�etrie � est r�eel on observe que les valeurs propres complexes vi-
ennent par paires conjugu�ees. Si on suppose par l'absurde que toutes les �i sont
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di��erentes de 1, on trouve une contradiction avec la formule suivante (n'oublie
pas que n est impaire!)

det(�) =
nY
i=1

�i:

Exercice 12. Soit V un espace vectoriel r�eel et � : V ! V une application lin�eaire qui
n'admet pas de valeurs propres r�eelles.
Est-il possible que dim(V ) soit impaire?
Montrer que tout sous-espace W qui est invariant sous � a une dimension paire.

Solution. La dimension de l'espace vectoriel V est toujours paire par une analyse
du polynôme caract�eristique.
Supposons par l'absurde que W est un sous-espace invariant par � de dimension
impaire. Alors on peut consid�erer l'application lin�eaire �jW : W ! W qui admet
une valeur propre r�eelle (pourquoi?). On trouve donc un vecteur 0 6= w 2 W tel
que �jW (w) = �w avec � 2 R, ce qui est une contradiction avec les hypoth�eses, on
a gagn�e.

Exercice 13. Soit A une matrice r�eelle sym�etrique, di��erente de la matrice z�ero, telle que
tout coe�cient sur sa diagonale est z�ero.
Montrer qu'une telle matrice est ind�e�nie, c'est-�a-dire, qu'il existe deux vecteurs u 6= v
tels que uTAu < 0 < vTAv.

Solution. Pour les valeurs propres �i de A, on sait que la trace de A est
Pn

i=1 �i = 0.
La matrice A n'�etant pas �egale a z�ero, il existe deux valeurs propres �� < 0 <
�+ (sinon, pour une matrice orthogonale P de vecteurs propres de A, on aurait
P TAP = 0, ce qui implique A = 0). Pour les vecteurs propres correspondants, on
a vT�Av� < 0 < vT+Av+.

Exercice 14. Soit � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng bijective (c'est-�a-dire une permutation).
On d�e�nit f� : Rn ! Rn par f�((x1; x2; : : : ; xn)

T ) = (x�(1); x�(2); : : : ; x�(n))
T .

Calculer toutes les valeurs propres r�eelles de f� et les espaces propres associ�es.

Solution. Pour un vecteur propre v avec valeur propre �, on a j�jkvk = k�vk =
kf�(v)k = kvk. Ceci implique que les seules valeurs propres r�eelles possibles sont
�1 = 1 et �2 = �1.

Soit v un vecteur propre pour �1 = 1. Ceci est �equivalent �a la condition

8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = (f�(v))i = v�(i) et v 6= 0:

Ainsi, l'espace propre est donn�e par

E1 = fv 2 Rn j 8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = v�(i)g:
On montre que dim(E1) > 0. C'est vrai car f�((1; : : : ; 1)

T ) = (1; : : : ; 1)T implique
(1; : : : ; 1)T 2 E1.
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On consid�ere �2 = �1. Comme � est bijective sur l'ensemble �ni f1; : : : ; ng,
pour chaque i 2 f1; : : : ; ng, il y a un entier minimal 0 < ni � n tel que �ni(i) = i.
Soit v un vecteur propre pour �2 = �1. Ceci est �equivalent �a la condition

8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = �(f�(v))i = �v�(i) et v 6= 0: (1)

Mais si ni � 1 mod 2 pour tout i, �ca implique vi = �vi pour tout i, et le seul
vecteur qui satisfait les conditions est (0; : : : ; 0)T . Donc �1 n'est pas une valeur
propre dans ce cas.

S'il existe un k 2 f1; : : : ; ng avec nk � 0 mod 2, nous obtenons une s�erie

vk = �v�(k) = v�2(k) = �v�3(k) = � � � = v�nk (k) = vk;

avec �i(k) 6= �j(k) pour i 6= j (car nk est minimal). Le vecteur v 6= 0 donn�e par

vi =

8>><
>>:
1 i = �j(k) pour j � 0 mod 2

�1 i = �j(k) pour j � 1 mod 2

0 i 6= �j(k) pour chaque j 2 f0; : : : ; n� 1g

remplit la condition (1). Ainsi, s'il existe un nk � 0 mod 2, �1 est une valeur
propre et l'espace propre est donn�e par

E�1 = fv 2 Rn j 8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = �v�(i)g:

Exercice 15. Soit Rn�n l'espace des matrices �a coe�cients r�eels et on d�e�nit l'application
lin�eaire � : Rn�n ! Rn�n par �(A) = A+ AT .
Calculer le polynôme minimal, les valeurs propres et le polynôme caract�eristique de
l'application �.

Solution. On observe imm�ediatement que

�(�(A)) = �(A+ AT ) = 2A+ 2AT = 2�(A)

et donc �2 � 2� = 0, ce qui implique que le polynôme minimal est

m�(x) = x2 � 2x

(il n'est facile de v�eri�er qu'aucun polynôme de degr�e inf�erieur annule �).
En plus on remarque que l'espace des matrices sym�etriques est un espace propre
de � associ�e �a la valeur propre 2 et l'espace des matrices antisym�etriques est un
espace propre de � associ�e �a la valeur propre 0. Comme ces deux espaces sont de
dimensions n(n+1)

2
et n(n�1)

2
respectivement on observe que � est diagonalisable et

on obtient imm�ediatement que le polynôme caract�eristique de � est

p�(x) = x
n(n�1)

2 (x� 2)
n(n+1)

2 :
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Exercice 16. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique dont au moins une valeur propre a
la multiplicit�e alg�ebrique strictement plus grande que 1. Montrer que v;Av; : : : ; An�1v
est une famille li�ee pour tout vecteur v 2 Rn.

Solution. On �ecrit chacun des vecteurs de v;Av; : : : ; An�1v comme un vecteur ligne
dans une base de vecteurs propres de la matrice (pourquoi on a l'existence d'une
telle base?) et on consid�ere la matrice form�ee par ces lignes. Les colonnes corre-
spondantes aux vecteurs propres de la base qui se trouvent dans le même espace
propre seront alors proportionelles, donc le determinant de la matrice est nul. On
conclut que la famille est li�ee (pourquoi?).
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