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Corrigé Série 08 : Lois de Kepler, moment cinétique, et
changements de référentiels

Questions conceptuelles

a)

L’accélération de Coriolis s’exprime a partir de 1’équation suivante :
C_L'Coriolis =20AV (1)

ot (2 est la vitesse de rotation de la Terre et V la vitesse de 'eau dans le lavabo. On obtient I’expression
suivante pour la norme de 'accélération de Coriolis :

QCoriolis = 2QV sin 0 (2)
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dans le lavabo et 6 I'angle entre les vecteurs Qet V. On peut donc écrire

avec () = la norme la vitesse de rotation de la Terre, V' = 1m/s la norme la vitesse de l'eau

A Coriolis <2QV. (3)

Application numérique : acoriolis < 2 X 864230 - X 1Tm =15x10"* ms2.
L’accélération de Coriolis est environ 10° fois plus petite que g. La moindre dissymétrie de la surface

du réservoir va beaucoup plus influencer I’écoulement que la force de Coriolis elle-méme.

Dans les deux cas (sol ou matelas), 'oeuf subit la méme variation de quantité de mouvement Ap durant
le choc (en fait Ap = m+/2gh ott m est la masse de 'ceuf et h la hauteur de chute). Cette variation
de quantité de mouvement est égale a 'impulsion de la force F'(t) appliquée par le sol ou le matelas
durant un temps At. Par la deuxiéme loi de Newton, I'impulsion est égale a

At
Ap :/ F(t)dt,
0

ol on a mis ¢t = 0 a l'instant ou la force commence a agir.

En supposant que la force F est constante durant le choc, c’est-a-dire F'(t) = Fp, on a Ap = FyAt et
la force est inversement proportionnelle a la durée du choc (Fy = %). Comme la durée du choc sur
le matelas est beaucoup plus longue que sur le sol, la force moyenne y est plus faible, et donc 'ceuf se

cassera moins facilement sur le matelas.



1 Voyage vers Mars

a) La période de révolution de Mars se calcule en utili-

. LN . ,\;_:/
sant la troisieme loi de Kepler trajet du vaisseau
. o,
A
(période)? e
— > = constante. e
(grand axe) .

Soit Ty et Ty, les périodes de révolution de la Terre

: aphélie / périhélie
et de Mars respectivement, on a

Mars

5 Parrive . -

(a arrlyee) Soleil Terré (au degart)
[N i
i T

(2Rr)*  (2Rm)?

\

s
IS

(9N

3
R 3
= Ty=1Tr <—M> ~ 1.874 années.
Rr

On a utilisé le fait que les orbites sont circulaires et donc le grand axe de 'ellipse est égal au diamétre
du cercle.

b) La vitesse de la Terre sur son orbite est donnée par

B 2T 5 1 u.a. B 21 x 149.6 x 10°
T, "1 année . 365 x 24 x 3600

Similairement, pour Mars

~ 29.8 x 10° m/s = 107300 km/h.

2
vy = QuRar = T—”RM ~ 24.2 x 10* m/s = 87120 km /h.
M

c) On calcule la durée du voyage en utilisant & nouveau la troisiéme loi de Kepler

(TT)2 _ (Tvaisseau)2
(2Rr)? (42

ou A = Ry + Ry est le grand axe de l'ellipse. La période du vaisseau est donc donnée par

Ry + Ry

3
T )2 ~ 1.414 années.

Tvaisseau = TT(
Pour atteindre Mars, on parcourra la moitié¢ de cette orbite. La durée du voyage T\oyage Sera donc égale
a 0.707 années, c’est-a-dire 258 jours.

d) Pour déterminer les vitesses au départ vae, et & larrivée v,,,, nous avons besoin de deux équations.
La premiére est la conservation du moment cinétique du vaisseau par rapport au Soleil entre le point
de départ et le point d’arrivée (en effet, par hypothése le vaisseau ne subit que la force d’attraction
du Soleil, qui est centrale). Ceci donne :

RTmUdép = RMmUarra (4)



ou m est la masse du vaisseau. La deuxiéme équation est la conservation de 1’énergie mécanique du

vaisseau entre le point de départ et le point d’arrivée :

1 GMm 1 GMm
2mvdép RT - 2mvarr RM )

que l'on récrit
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2 (Udep Uarr) (RT RM) )
ou M est la masse du Soleil.

— Vitesse de départ : En combinant les équations (4) et (5), on trouve

1, RZN 1 1
o (1-7) = o¥ (77 )

qui se récrit, en utilisant (a + b)(a —b) = a* — V? :

%ugépR% (RLT - R—lM) = GM. (6)
On remarque que cette équation est aussi valable pour la Terre, sur son orbite circulaire :
Ly 2 2
§UTRTR_T =v5 Ry = GM. (7)
En combinant (6) et (7) on trouve
i = ony [ ®)

Remarque : On peut également trouver I’équation (7) aprés projection de la deuxiéme loi de Newton
appliquée au systéme "Terre" soumis a la force gravitationnelle exercée par le Soleil :

ﬁ GMprM

M. -
TRT R% )

ol Mr est la masse de la Terre.

— Vitesse d’arrivée : On fait le méme raisonnement que pour la vitesse de départ. On combine les

équations (4) et (5) pour exprimer la vitesse d’arrivée :

1, 1 1
—2 Ry =—+—) =GM. 9
QUarr M (RT + RM) ( )
L’équation (9) est valable pour Mars sur son orbite circulaire, on trouve donc
11)2 R3 2 =v}, Ry =GM
MANy = Upitm = ‘ (10)
2 Ry

On combine (9) et (10) pour obtenir :

[ 2
Varr = VU . 11
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— La vitesse a donner au vaisseau au départ par rapport a la Terre est la différence entre la vitesse
orbitale vge, et la vitesse de la Terre vy :

A = = 2 1
Vdep = VUdep — Ur = VT 1+§_;— .

De méme, a son arrivée sur Mars, il faudra modifier la vitesse du vaisseau de

2
Avarr:UM_Uarr:UM(1_ 1+]13%_]¥>

Numériquement, la vitesse qu’il faut donner au vaisseau au départ vaut

A’Udép = Vd¢p — U = +2.928 km/s
Et a l'arrivée sur Mars, il faudra modifier sa vitesse de
AUgyy = Upp — Vg =~ +2.636 km /s.

On remarque que dans les deux cas, le vaisseau doit étre accéléré!

2 Encore Paraignée

Les forces qui s’appliquent sur ’araignée sont
— son poids mg, dirigé vers le bas,
— la tension dans le fil T', dirigée vers le point d’attache du fil O.

Par rappgt au point O, le moment de T est nul car T est colinéaire au
vecteur OA. Le moment de mg par rapport au point O vaut

MO:mAmg.

Dans un repére associé aux coordonnées cylindriques (voir dessin), le mo-
ment s’écrit

Mo = 1é, A mg(cos ¢ &, —sing é,) = —mglsin g é, . (12)
Le moment cinétique de I'araignée par rapport au point O s’écrit :
= — . .
Lo=O0AANmv=1¢, A\mlp é5=ml*¢ é., (13)

ou I'on a utilisé 'expression pour la vitesse ¥ = pé, + p(ﬁéqs + zé,, et le fait que p = | = constante et z = 0.
Le théoréme du moment cinétique s’exprime comme suit :

dLo -
bl V/4
dt O >
dans lequel on introduit les équations (12) et (13) :
%( 12¢) = mi*¢ = —mglsing ,
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qui se récrit :
é= —% sin ¢, (14)

qui est bien I’équation du mouvement d’un pendule.

3 Le rameur

Le probléme est a une seule dimension. On considére le référentiel de la terre (absolu) lié & un repére Oz,
ol O est un point de la rive du fleuve et 'axe x dirigé dans le sens du courant, ainsi que le référentiel du
fleuve (relatif) lié & un repére Ay, ou A est un point du fleuve et 'axe y est paralléle a x.

La vitesse absolue du fleuve par rapport & Oz est vy, et la norme de la vitesse relative du rameur par
rapport au fleuve est v,.. La bouteille, une fois détachée du bateau, a une vitesse nulle relativement au
fleuve.

De maniére générale, la loi de transformation des vitesses pour un point P est

Up:&p—FﬁAﬁ—(D/\ﬁ, (15)

ou Up est la vitesse absolue, v'p la vitesse relative, v4 la vitesse absolue du point A, et & la vitesse
angulaire. Dans ce probléme a une dimension, w = 0, v = %v,, et v4 = vy, et donc

vp = tu, + vy . (16)

Quand le rameur remonte le courant, sa vitesse relative est —v,, et sa vitesse absolue est vp = —v, + vy.
La distance parcourue durant un temps ¢ est donc zj yam. = (—v, + vy)t1. Remarque : 21 yam. est négatif
si vp est négatif.
uand le rameur suit le courant, sa vitesse relative est +wv,, et sa vitesse absolue est vp = +v, + v;. La
, ) f
distance parcourue durant un temps ty est donc s yam. = (v, + vf)ta.
La position absolue ., du rameur apres un temps t; + t5 est donc

Tram. (1 + t2) = T1pam. + Togam. = (—0r +vp)t1 + (0 +vp)to = ve(ts — t1) +vp(ts + t2) . (17)

La bouteille a une vitesse relative nulle, et donc sa vitesse absolue est égale a la vitesse vy du fleuve.
Aprés un temps t1 + to, sa position est donc

Thout. (t1 + t2) = ve(ts + ta). (18)

Puisque aprés le temps ¢; 415 le rameur et la bouteille ont la méme coordonnée absolue (Zam. = Tpour, = ),
on peut égaliser les équations (17) et (18). On en déduit que t; = t3 = ¢. En substituant ce résultat dans
I'équation (18), on trouve

x
T Uy Uy o1 ( )
Numériquement, on obtient
1 km
=———=05km/h.
v 2 heures m/

Solution alternative :

Plagons-nous dans un référentiel lié a la bouteille (ou au fleuve). Dans ce cas, tout se passe comme si 'on
se trouvait sur un lac (sans courant). La vitesse du rameur dans ce référentiel est v, et ne dépend pas
de la direction dans laquelle il se déplace (rappelons-nous que tout se passe comme si ¢’était un lac!). Le
rameur s’éloigne donc de la bouteille pendant une heure. Il constate alors la perte et revient en arriére. Il




doit donc & nouveau ramer pendant une heure pour rattraper la bouteille, qui n’a pas bougé dans notre
référentiel !

Donc deux heures se seront écoulées entre le moment ot la bouteille se détache et le moment ot le rameur
la récupeére. Si dans un référentiel lié a la rive (ou au pont) la bouteille a parcouru 1 km, c’est donc que
sa vitesse (égale a celle du fleuve) est de 0.5 km/h.

4 Coureur sur carrousel

A T3
Ys

N
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mg

On définit, dans la référentiel absolu lié & la Terre, un repére fixe Oxxox3, ot O est le centre du carrousel
et ou 'axe x3 est vertical vers le haut.

Calcul direct Le coureur court avec une vitesse ¢ par rapport au manége, et ce dernier tourne avec
une vitesse angulaire w. On utilise un systéme de coordonnées cylindriques, telle que le coureur ait une
vitesse U = v€, (le signe de v est quelconque). La vitesse totale du coureur dans le référentiel absolu est
donc Uy = U+ Rwéy. Sa trajectoire est circulaire, donc on sait que son accélération est radiale, et égale &

2 R 2
g R,
R

Faisons le bilan des forces : le coureur est soumis & la pesanteur ]3, a la réaction du manége R et aux
forces de frottement solides F. P = Pé, et R = Ré, sont orientés verticalement (et se compensent car le
coureur ne change pas de hauteur). La force de frottement agit dans le plan (0z;y;) et est donc égale a

F= F,e, + Fyey. On obtient par conséquent les équations du mouvement

ma, = F,
magy = Fy
ma, = P+ R



Comme a4 = a, = 0, on en déduit

2
Fy=0and F, = —mm.

R
Changement de référentiel Le référentiel relatif du carrousel tourne avec une vitesse angulaire @ =
w3 relativement au référentiel de la Terre. On définit un repére Oy yoys fixe dans le référentiel du
carrousel, avec l'axe y3 paralléle & x3. Dans ce référentiel, on choisit les coordonnées cylindriques pour
déterminer la position du coureur.
Dans le référentiel tournant, la position du coureur est O? = Re,, la vitesse relative du coureur est
Urel = VEg, et I'accélération relative est dye = del = vé¢ = v(Qe, N éy), ot Qé, est la vitesse angulaire du
coureur dans le référentiel tournant. Comme v = RS2, on a

2

aﬂ:—%@. (20)
L’accélération centripéte de., et 'accélération de Coriolis dce, sont
Goon = G A (3 A OP) = wé, A Rwéy, = —Rw*e,, (21)
et
Acor = 260 A Uy = 2we, N\ véy = —2WUVE, . (22)

L’accélération absolue du coureur dans le référentiel fixe est donc

)4 (v+ Rw)?
€, = ——r——

T (23)
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Qabs = Qrel + Qgen + ACor = — (_R + Rw*” + 2wv

Les forces qui s’exercent sur le coureur sont :

— le poids P= —mgé, du coureur, perpendiculaire au plan du carrousel.

— la force de soutien R = Ré, normale au carrousel.

— la force F' paralléle au sol, due au frottement statique des pieds du coureur sur le carrousel.
On applique la deuxiéme loi de Newton

SE = mG+ R+ F = M, (24)
et on trouve que la force F est dirigée selon €, :

(v+ Rw)?

7 G (25)

F =mdys = —m

Exercices facultatifs : compléments de cours
a) Nous allons étudier les différentes coniques qui paramétrent les mouvements orbitaux. On rappelle que
le mouvement d’une masse m orbitant autour d’une masse M en O vérifie
r= P
1+ ecos(¢ — ¢o)

On posera ¢o = 0 dans la suite pour simplifier. En cours, nous avons montré que pour e < 1, la
trajectoire est une ellipse.




1) Partons de r = Treoss- On a alors

r(l+cosp)=per+x=p

On peut donc écrire

r2:(p_x)2<:>x2+y2:p2_2px+x2

v’ =p* —2pz
_r_¥
2 2p

On retrouve bien 1’équation d’une parabole. On note en particulier qu’il ne s’agit pas d’'une tra-
jectoire fermée. Le mouvement n’est pas périodique, mais celui d’une masse traversant le systéme
sans orbite réguliére.

Si on ne se rappelle pas de 'astuce du cours, on peut faire un calcul explicite.

P COS @ psin ¢
r = ——— —_ .
1+ cos¢’ 4 1+ coso

Pour continuer, on utilise les formules de I’angle moitié, soit 14-cos ¢ = 2 cos? %, sin ¢ = 2 cos % sin %

and cos ¢ = 1 — 2sin? %5 On obtient

y = ptan ?
2
1-2sin?2 p 1 6 p p b
2 2 2
= = —ptan® = = = — Ztan® =
! 20082%5 2(:032% Prfts =5 7 9m g
Soit,
_ b L,
r==——y".
2 2p
On obtient bien I’équation d’une parabole.
2) 1l s’agit de la méme démonstration que pour l'ellipse. Soit r = 1++;OS¢' On note a = z*5. On a

alors r(1 + ecos¢) =p = a(e? — 1)
r+er=ale* —1)

r? = (a(e* — 1) — ex)?
22+ y? = a*(e* — 1)? — 2ea(e? — 1)x + *a?

—a*(e* — 1)* = —2ea(e* — 1)z + (2 — 1)a* —y°
2

ez —1

a*(1 —e?) = (v — ea)? — e%a® —

y2

e?2 —1

a® = (z —a)® —

On obtient le résultat voulu avec A = a and B = av/e? — 1. Le méme commentaire s’applique. En
sus, pour certaines valeurs de 6, r devient négatif. Cette branche n’est pas physique.
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FIGURE 1 — Les trois familles de coniques. Notez que je n’ai pas représenté ici la seconde branche,
non-physique, de I’hyperbole.



