EPFL - Printemps 2024 Prof. Zs. Patakfalvi
Anneaux et Corps Exercices
Série 2

L’exercice bonus de cette semaine peut étre rendu sur Moodle jusqu’au mardi 12 Mars, a 18h.

Exercice 1.
Dans chacun des cas suivants, déterminer si I’ensemble B est un sous-anneau, un idéal a gauche,
un idéal a droite, un idéal bilatére de I'anneau A ou s’il ne posséde aucune de ces propriétés:

a) A=Zet B=9Z;

()
(b) A=TFn et B ={[0],[2],[4], 6], [8], [10]};
() A=1Z[t] et B =1t>-Z[t%;
)

(d A= FQ[]etB:t2'F2[ﬂ; h A:Mn(]R),B:{M]mij:0s1i<j};

(i) A=Zgy) = {% € Q| p ne divise pas b} et B = p"Z,, o p est un premier et n € N;

b 0
(j) A= M3(R) et B= c d 0] |ab,c,deR;
0 0 O
b 0
(k) A= M;3(R)et B= ¢c d 0] |abcde€eRy;
0 0
a a 0
(1) A= M3(R) et B= b 0] ]abceRy;
0

(m) A=C[Ss]et B=q Y A-g|AeCyp;
gES3

(n) A=C[Sslet B=1q > (-1)*"@x.g[AeCy;

gE€Ss

(0) A=C[S3] et B = {X-Id+Ae(123) + A\e?(132) + u(12) + pe(23) + pe®(13) [ A, u € C}, ot e

est une racine cubique primitive d’unité;
(p) A=C[S3] et B={A(123) + A(132) | A € C}.

Exercice 2.
Soit K un corps et M, (K) 'anneau des matrices carrées de taille n x n.

(a) Soit 4,5 € {1,...,n} fixés. Soit I un idéal a gauche de M, (K) contenant la matrice e;;.
Montrer que I contient aussi toutes les matrices “concentrées dans la j-éme colonne”, i.e. (bs)
avec b,s =08l s # j.

(b) Montrer que le sous-ensemble des matrices concentrées dans la j-éme colonne forme un idéal a
gauche de M, (K).

(c) Montrer que les seuls idéaux bilatéres de M, (K) sont {0} et M, (K).



Exercice 3.
Dans chacun des cas suivants, déterminer si I'affirmation suivante est vraie ou fausse. Justifier la
réponse par un raisonnement ou un contre-exemple.

(a) Si A est un anneau intégre, et I et J sont deux idéaux non nuls de A, alors I N J est aussi
un idéal non nul de A.

(b) Si K est un corps, alors les deux seuls idéaux de K sont {0} et K.

(c) Si K est un anneau n’ayant que deux idéaux bilatéres, alors tout élément non-nul de K
posséde un inverse & gauche et a droite.

(d) Si K est un anneau commutatif n’ayant que deux idéaux, alors K est un corps.

(e) Si K est un anneau tel que les seuls idéaux a gauche sont {0} et K, alors tout élément non-nul
de K posseéde un inverse & gauche et a droite.

(f) Si K est un anneau tel que les seuls idéaux & droite sont {0} et K, alors tout élément non-nul
de K posséde un inverse & gauche et a droite.

Exercice 4.
Montrer les isomorphismes suivants:

(a) Kt]/(t —a) = K si K est un corps et a € K.
(b) My (A)/My(I) = M,(A/I) si I est un ideéal bilatére de A.

(¢) Z[V7)/(5 +2V/T) = Z/3Z (on pourra commencer par identifier le noyau de 1'unique homo-
morphisme d’anneaux o: Z — Z[\/7]/(5 + 2V/7)).

Exercice 5.
Soit A un anneau, et f, g € AJt].

(a) Si A est intégre, alors deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
(b) Si f ou g est unitaire, alors deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
(¢) Est-ce que c’est vrai en général ?

Exercice 6.
Montrer que Z[e] & Z[t]/(t* + t + 1), oli & est une racine cubique primitive de 1'unité.

Exercice Bonus.
Est-ce que les paires d’anneaux suivants sont isomorphes 7 Justifiez votre réponse.

(a) Zay et Zs); (voir I'exercice 1.(d))
(b) Z[t] et Z[z,y]/(xy — 2024);

(c) Soit P l’ensemble des nombres premiers. Pour chaque p € P, soit ¢, une variable. Est-ce que

Q et
Z[{tp}pep]/(ptp Cipep)

sont isomorphes 7



