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Anneaux et Corps Exercices
Série 8

Si vous le souhaitez, vous pouvez rendre votre solution de I’exercice bonus sur la page Moodle du
cours avant le mardi 30 avril, 18h.

Exercice 1. (a) Soit A un anneau intégre. Si ay,...,a, € A sont des racines distinctes de f(z) €

Alz], montrer que H(:r — a;) divise f(z).
i=1

(b) Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts dans Z. Montrer que le polynome t2 — ¢ de
(Z/pqZ)[t] posséde quatre racines distinctes aj,ag,as,as € Z/pqZ, mais que (t — ay)(t —
az)(t — a3)(t — a4) ne divise pas t? — t.

(¢) Soient f,g € Z[t] des polyndmes primitifs. Montrer que si f divise g dans Q[t], alors f divise
g dans Z][t].

(d) Décomposer les polynémes t* + 1 et 8 — 1 en facteurs irréductibles dans les anneaux C[t],
R[t]a Q[ﬂv Z[t]a FQ[t] et Fll[ﬂ'

Exercice 2 (Polynoémes irréductibles I). (a) Montrer que %xE’ + 21'4 + 23 —i—% est un polynome
irréductible de Q|x].

(b) Montrer que z* + [2]5 est un polynome irréductible de Fs[xz] et conclure que x* + 1523 + 7 est
un polynoéme irréductible de Q[z].

¢) Montrer que 22 + y? + 1 est un polynome irréductible de R[z, y].

d) Montrer que 22 + y? + [1]o n’est pas un polynome irréductible de Fa[z, y].
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Montrer que y* + 2% + 22y? + 2y + 222 — x + 1 est un polynéme irréductible de Q[z, y].

—h

Montrer que 423 + 12022 + 82 — 12 est un polynome irréductible de Q[z].
(g) Montrer que t% + 3 + 1 est un polynome irréductible de Q[t].

)
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(h) Montrer que y* + zy3 + zy? + 2%y + 322 — 22 est un polynome irréductible de Q[z, y].

Exercice 3 (Polyndémes irréductibles II ).
Soit f(t) = t* + 4¢3 + 3t> + 7t — 4 dans Z[t].

(a) Montrer que ma(f), la réduction modulo 2, n’est pas irréductible.
(b) Montrer que m3(f), la réduction modulo 3, n’est pas irréductible.

(c¢) Utiliser les décompositions des parties précédentes pour conclure néanmoins que f est irré-
ductible.



Exercice Bonus. Soit k un corps.

1. Montrez que k[t?,¢3] est égal au sous-anneau suivant A de k[t].

A={ren] Loy=o

2. Identifiez le noyau du morphisme surjectif de k-algébre
klz,y] = k[t £°)
qui envoie x — t2 et y — t3. Celui-ci est generé par un polynéme qu’on note g € k[z, y].

3. On considére k [z, %] comme sous-anneau de Frac(k[z,y]). Montrez que le morphisme de
k-algebres k[s,t] — k [z, 2] qui envoie s — x et ¢ — £ est un isomorphisme.

4. Décomposez I'image de g € k[z, y] par Vinclusion k[z,y] — k [z, £] en produit d’irréductibles
de k [z, 2].
5. Montrez qu'’il existe un unique morphisme k [:r:, %] — k[t] qui fait commuter le diagame

suivant (les fleches verticales sont les inclusions évidentes)

x>t yt3

klz, y] k[t?,£°]
k [z, 2] -----mmmmm- > klt]

Quel est son noyau 7 Est-il égal a 'idéal generé par I'image de g dans k [:U, %] ?

Remarque. Ces calculs peuvent apparaitre aléatoires mais ils ont en fait un joli sens géometrique.
Cet exercice bonus s’interpéte géometriquement comme 1’étude de la résolution de la singularité du
point de rebroussement par un procédé qu’on appelle éclatement, voir figure ci-dessous. En réalité,
toute la théorie des anneaux et des corps est duale & de la géometrie et tout ce que vous voyez dans
ce cours peut s’interpéter géometriquement. C’est ce qu’on appelle la géometrie algébrique.
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